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C apito lu l 1

E cuații diferențiale de

ordinul întâi

1.1 D efiniții

DEFINIȚIA 1.1.1 Se numește ecuație diferențială de ordinul întâi orice relație de

forma
d y \

’ dx J =  0 (1-1)

dy
unde F  : D C R J  -> R  este o funcție care depinde efectiv de —  ,și se cere deter-

dx
minarea funcțiilor de forma

<j>: I  —> R (1-2)

unde I  C R  este interval, cu proprietatea

F \ x,f>(x) (x) ) = 0 , (V) x e  I
\ dx ) (1-3)

O funcție de forma (1.2) care verifică relația (1.3) se numește soluție pe I  a ecuației

diferențiale (1.1).

O bservații. l)In ecuația diferențială (1.1) litera y este numită funcție ne-
dy

cunoscută, iar x este numită variabilă independentă. Expresia — se înlocuiește
dx

adesea prin y'. Intr-o ecuație diferențială, funcția necunoscută și variabila indepen

dentă pot fi desemnate prin orice simboluri, dacă nu se crează confuzii. In cazuri

concrete litera y este "eticheta” unei mărimi fizice sau de altă natură cum ar fi:

5
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6 CAPITOLUL 1. ECUAȚII DIFERENȚIALE DE ORDINUL ÎNTÂI

masa, spațiu, viteza, accelerația, intensitatea, tensiunea, concentrația, etc. Vari

abila independentă este adesea timpul, desemnat prin t.

2) Din definiție rezultă că soluția <f> : I  c  R  —> R  este derivabilă pe I  și că

( x,cj)(x), —  (x) ) € D pentru orice x € I. Dacă J  este un interval inclus în I  atunci
y dx J
restricția lui <f> la J  este soluție pe J  a ecuației (1.1).

3) Soluția din definiție se indică uneori prin: y = </> ( i ) , x € I. O soluție

neprecizată se indică adesea sub forma: y = y ( i ) , x € I. Pentru exprimarea

unor proprietăți în care intervin soluții, uneori, prin abuz de limbaj, o soluție se

desemnează sub forma ” y (x) ” înțelegând că este vorba de funcția x —> y (x) și nu

de valoarea acestei funcții în punctul x.

4)Determinarea soluțiilor unei ecuații diferențiale este un proces complex, numit

rezolvarea (sau integrarea) ecuației diferențiale respective. Mulțimea de definiție a

unei soluții se determină, de regulă, în procesul rezolvării.

Exemplu O soluție pentru ecuația diferențială de ordinul întâi

xy + —— — i 3 — 2 i =  0
dx

este y = x 2 , pentru orice x G R. Intr-adevăr, înlocuind pe y cu x 2 obținem

x ■ x 2 + —̂—x 2 — x 3 — 2x = x ■ x 2 + 2x — x 3 — 2x = 0, Vi G R
dx

DEFINIȚIA 1.1.2 Graficul unei soluții a unei ecuații diferențiale se numește curbă

integrală a acelei ecuații diferențiale.

Observații. 1) Dacă o curbă 7 C R 2 , definită parametric prin

=  <*(t)

=  /3 (t) , t G I  C R

unde a, fi : I  —» R, este curbă integrală a unei ecuații diferențiale, adică este graficul

unei soluții, atunci se spune că sistemul

x = a țt)

y = fi ( t ) , t  G I  c  R

este reprezentarea parametrică a acelei soluții.

Dacă a, fi G C 1 ( I ) , a ( I )  = J  și a ' (t) 7̂  0 pentru orice t G I, atunci curba 7 se

poate defini explicit sub forma

7 : y = fi (a  1 (1)) , x & J
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.2. FORME DE ECUAȚII DIFERENȚIALE DE ORDINUL ÎNTÂI. 7

Rezultă,

y' (z) =  (3’ (a 1 (x)) ■

pentru orice x  g J  și t g I  pentru care i  — a ( t ) . Condiția ca 7 să fie curbă integrală

a ecuației (1.1), adică y = ,B ( a - 1  (z)) să fie soluție a ecuației (1.1), devine

F  (a ( t ) , /3 ( t ) O )
’ a ' (0

= 0, (V) t g 1

2) Dacă 7 este o curbă definită implicit sub forma

7 : g (x ,y )  =  0,

uQ (X Vi
unde g : E  C R 2 —+ R este o funcție de clasă C*1 în E  și — —-—  0 pentru orice

oy
(z,y) € E, atunci, pentru orice punct M Q (ZQ, Î/O) € 7, există un interval deschis Io,

care conține pe ZQ, și o funcție unică 0 : ZQ —> R  cu proprietățile:

0 (z0 ) =  yo

g (z ,0 (z ))  =  0, (V )zg Z 0
<3g(x,0(z))

0 ' (z) =  - 7 7 7 ^ ,  n  , (V) x  e Iodg{x,<j>(x))
dy

Graficul {(z, </> (z)) | x g Io} al funcției 0 este inclus în 7; de aceea, în condițiile de

mai sus, curba 7 va fi curbă integrală a ecuației diferențiale (1.1) dacă

pentru orice AIo(zo,yo) € 7, și z g ZQ. In particular, pentru x =  ZQ, egalitatea

devine
/

F  x 0 ,y 0 ,

dg (z0 ,y0 ) \
----- âz___  =  0dg (x 0 ,y Q)

dy /

pentru orice (ZQ, J/O)C U  proprietatea <?(zo, j/o) =  0.

1.2 Form e de ecuații d iferen ția le  de ordinul în tâ i.

D EFINIȚIA 1.2.1 1. Relația (L I)  este numită forma generală a unei ecuații diferențiale

de ordinul întâi.
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



8 CAPITOLUL 1. ECUAȚII DIFERENȚIALE DE ORDINUL ÎNTÂI

2. O relație de forma
^ - = f ( x , y )  (1.4)
ax

unde f  : E  C R 2 —» R este o funcție dată, este numită forma normală a unei

ecuații diferențiale de ordinul întâi.

3. O relație de forma

P (x,y) dx + Q (x,y) dy = 0 (1.5)

unde P,Q : E  C R 2 —» R sunt funcți date, este numită forma Pfaff a unei

ecuații diferențiale de ordinul întâi.

Observație. Ecuația diferențială (1.5) se poate scrie sub forma normală

dy _  P (x ,y )
dx Q (x ,y )

dacă funcția Q nu se anulează în E.

Dacă funcția P  nu se anulează în E, atunci ecuația diferențială (1.5) se poate

scrie sub forma normală
dx _  Q (x,y)
dy P (x ,y )

în care x  este considerată funcție necunoscută, iar y este variabila independentă.

1.3 Problema Cauchy

Principala problemă pentru o ecuație diferențială este rezolvarea sau integrarea

sa, adică determinarea soluțiilor sale. Problemele concrete care conduc la ecuații

diferențiale nu cer cunoașterea tuturor soluțiilor, ci doar a unor soluții care îndeplinesc

anumite condiții. O problemă practică importantă și frecvent întâlnită este prob

lema, numită problemă Cauchy, care constă în determinarea unei curbe integrale, a

unei ecuații diferențiale de ordinul întâi, care trece printr-un punct dat. Mai precis:

DEFINIȚIA 1.3.1 Problema Cauchy pentru ecuația diferențială (1.1) este problema

care constă în determinarea unei soluții y — y ( x ) , x € I, a ecuației (1.1), care

verifică condiția

y (zo) =  yo (1.6)

unde IQ € I  și yo & R  sunt numere date. Condiția (1.6) se numește condiție inițială

sau condiție Cauchy.
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.4. SOLUȚII 9

Problema Cauchy descrisă mai sus se menționează de obicei sub forma:

problema Cauchy (1.1 + 1.6)

sau

{
F  (x, y, y') — 0

V (zo) =  yo

în care se specifică ecuația diferențială și condiția inițială. Soluția problemei Cauchy

(1.1 +  1.6) este notată, de obicei, prin: y — y (x; XQ, 2/0) , x € I .

1.4 Soluții

1.4.1 S o lu ția  generală.

DEFINIȚIA 1.4.1 Se numește soluție generală a unei ecuații diferențiale de ordinul

întâi, pe mulțimea E  C R 2 , o familie S  de soluții ale acelei ecuații diferențiale cu

proprietatea că pentru orice punct (XQ, Î/O) € E  există o singură soluție <ț> 6 S  astfel

încât (p (XQ) — yo-

Observație. Soluția generală se indică de obicei printr-o soluție de forma

y =  </>(x,c), x  e I c

care depinde de un parametru c € J, unde J  și I c , pentru fiecare c € J, sunt

intervale reale. Această soluție trebuie să aibă proprietatea: pentru orice (xo,j/o) €

E  există un singur CQ £ J  astfel încât soluția y = <ț> (x, CQ) , x € ICo, verifică condiția

</>(x0 ,c0 ) =  y0 .

Exemplu. Pentru ecuația diferențială

—-  — y + x 2 — 2x = 0
dx

funcția

y = cex  + x2 , x  £ R

unde c e R  este o constantă arbitrară, este soluție generală pe R 2 . Intr-adevăr,

înlocuind în ecuație obținem

—  — y(x) + x 2 — 2x = cex  + 2x -  \cex  +  x2l +
dx L J

+x2 -  2x = 0, Vx € R
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



10 CAPITOLUL 1. ECUAȚII DIFERENȚIALE DE ORDINUL ÎNTÂI

pentru fiecare c G R. Pe de altă parte, pentru orice (xo ,yo) € R 2 , punând condiția

yo = co ex ° + XQ

deducem

co =  (yo ~  £o) e ~x °

Rezultă că

y = CQ6X + x 2 , x  G R

este soluția care verifică condiția Cauchy y (TQ) =  yo-

1.4.2 Solu ție  particulară.

DEFINIȚIA 1.4.2 O soluție a unei ecuații diferențiale, care aparține unei soluții

generale a acelei ecuații diferențiale, se numește soluție particulară.

Observație. O soluție particulară se obține din soluția generală pentru o val

oare particulară a parametrului.

Exemplu. In exemplu precedent, funcția

y = y (x, 0) =  x 2 , x G R

este o soluție particulară obținută, din soluția generală menționată, pentru c =  0.

1.4.3 Soluție singulară.

DEFINIȚIA 1.4.3 O soluție a unei ecuații diferențiale care nu este soluție particulară

se numește soluție singulară.

1.4.4 Integrala unei ecuații d iferențiale

DEFINIȚIA 1.4.4 O relație deforma

g (x ,y )  =  0

unde g : E  C R 2 —> R  este o funcție dată, se numește integrală a unei ecuații

diferențiale de ordinul întâi dacă această relație definește implicit pe y ca funcție

de x, pe o mulțime I  C R, și această funcție este soluție pe I  a acelei ecuații

diferențiale.
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.4. SOLUȚII 11

DEFINIȚIA 1.4.5 Se numește integrală generală a unei ecuații diferențiale de or

dinul întâi o relație de forma

g (x ,y )= c ,  (1.7)

unde g : E  C R 2 —> R  este o funcție dată, cu proprietatea că pentru fiecare

(xg,yg) € E  relația

g (x, y) = c0

unde cg = g (xg, T/O) > definește implicit pe y ca funcție de x, pe o vecinătate Ig C R

a lui xg, și această funcție este soluție pe Ig a acelei ecuații diferențiale.

Observație. Notând prin

y = y (x ;x 0 ,y g ) , x & Ig

soluția definită implicit de ecuația g (x,y) = cg, rezultă y (xg-, xg,yg) = yg.

Exemplu. Pentru ecuația diferențială

y' (3T/2 +  x) +  y =  0

relația

xy + y = c

unde c € R  este o constantă arbitrară, este integrală generală. Intr-adevăr, con

siderând funcția

a(y) = x y +  y 3 -  c, y G R

pentru un număr c € R  și un număr x G (0, oo), avem tabloul de variație

y -OO +oo

a' (j/) =  x + 3y2 +  + + +

a(î/) -OO f /  /  +oo

din care rezultă că există un singur număr y (x, c) € R  astfel încât a (y (x, c)) =  0.

Așadar, ecuația xy + y3 = c definește implicit funcția

x —» y (x, c ) , x € (0, oo)

Derivând identitatea

xy (x, c) + y 3 (x, c) =  c, x G (0, oo)
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



12 CAPITOLUL 1. ECUAȚII DIFERENȚIALE DE ORDINUL ÎNTÂI

obținem

y (x, c) + xy' (x, C) + 3T/2 (x, c) y' (x, c) — 0

din care rezultă

?/ (*, c) =  -  } , x G (0, oo)

înlocuind în ecuația diferențială considerată obținem

y1 (x, c) [3T/2 (x, c) +  x] +  y (x, c) =  - y O, c)
x +  3T/2 (x, c)

[3z/2 (x, c) +  x] +  y (x, c) =  0

pentru orice x € (0, oo), ceea ce trebuia demonstrat. Pe de altă parte, pentru orice

xo G (0, oo) și r/o G R  luând CQ =  XQT/O +  ?/o rezultă că soluția y = y (x, co) verifică

condiția inițială y (XQ, CQ) — yo-

1.5 Tipuri elementare de ecuații

dv
1.5.1 E cuația  diferențială  —  =  f  (x)

Fie f  : E  c R > R e s t e  o funcție continuă definită pe un interval E. Ecuația

diferențială

este cel mai simplu model de ecuație diferențială. Dacă

y = y (x ) , x G I  C E,

este o soluție care verifică condiția y (XQ) =  yo, unde xq G I  și yo G R , atunci avem

7/'(z) =  / ( z ) ,  (V) z G I

din care deducem
[  y' (z) dz = [  f  (z) dz, (V) x G I

J XQ J X Q

deci
y(x ) = y0 + [  f  (z)dz, (V)x G I

J X Q

Dacă F  este o primitivă a lui f , atunci

y (z) =  Vo + F  (x) -  F  (x0 ) , (V) x G I

Notând yo — F  (xo) cu c, rezultă că forma soluției generale este

y — F  (x) + c; x G I

c fiind o constantă oarecare.
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.5. TIPURI ELEMENTARE DE ECUAȚII 13

E xem plu. Ecuația diferențială

y' = x +  sin x

are soluția generală

y — (x +  sin x) dx =
1 2
-  x — cos x  +  c; x  € R

unde c e R  este o constantă arbitrară.

1.5.2 E cuații d iferențiale exacte

Ecuațiile diferențiale exacte sunt ecuațiile de forma

P  (x, y) dx + Q (x, y) dy =  0

unde P, Q : E  C R 2 —> R  simt funcții continue care nu se anulează în același punct

din E, iar și există, sunt continue și egale pe E. Noi vom presupune, în
dy dx

cele ce urmează, că E  este un interval bidimensional deschis de forma

E  — (a, b) x  (c, d)

și că funcția Q nu se anulează în E. In această ipoteză ecuația considerată se poate

scrie sub forma
p (x >y)
Q (z ,y )

1) Vom arăta că funcția u : E  —» R  definită prin

u (x ,y )=  i  P (t,y ')d t+  f  Q (xo,s)ds, (x,y) (E E
Jxo Jyo

unde (XQ, I/O) € E  este un punct oarecare, fixat, verifică relațiile

du . du
= p  S1 = Qdx dy

Intr-adevăr, folosind regulile de derivare ale integralelor care depind de parametri,

avem

du (x, y')
dx

du (x, y)
dy

P (x ,y )  și

/  ^ P t̂ , y ^ d t  + Q^x 0’y') =

Q
-~ -Q (t,y )d t + Q (x 0 ,y) =ux

Q y) lt=z0 +  Q (*0, y) = Q (x, y)
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14 CAPITOLUL 1. ECUAȚII DIFERENȚIALE DE ORDINUL ÎNTÂI

pentru orice (x, y) € E, ceea ce trebuia demonstrat. Să observăm și că u (XQ, yo) =  0.

2) Să presupunem că

y = y (x ) , x € I  C (a, 6)

este o soluție a ecuației diferențiale considerate pe intervalul I, care verifică condiția

inițială y (XQ) =  yo- Deci

/ / x _  F M ) )
Q & y W )

Vx e i

Pe de altă parte, derivând, obținem

[u(x,y(x))]'
<3u(x,y (x))

dx
d u (x ,y (x ))

dy

P (x ,y (x ))  +  Q (x,y(x)) P (x,y(.x))
Q (.x,y(x))

pentru orice x € I, din care deducem că u (x ,y (x )) are o valoare constantă.

Deoarece

u (x0 , y (x0 )) =  u (x0 , yo) =  0

rezultă că u (x, y (x)) = 0  pentru orice x e I.

3) Vom arăta că relația

u (x, y) =  0

definește implicit, în jurul punctului (xo,yo), o soluție a ecuației diferențiale con

siderate, de forma

y =  y (x ) , x e  I

unde I  este un interval deschis, inclus în (a, 6) și care conține pe XQ. Intr-adevăr,

condițiile cerute de teorema funcțiilor implicite sunt îndeplinite:

1. u (x o ,yo) =  0,

du . du . „ . .2. —  și —  exista și sunt continue pe E,
dx dy

du (x o ,yo) „ . du (x 0 ,y0 )
3- ---- x------ /  0, căci ------ - ------  = Q (x0 ,y0 #  0.

dy dy

In consecință, rezultă existența unui interval I , care conține pe XQ, și a unei

funcții

y : I - > R
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1.5. TIPURI ELEMENTARE DE ECUAȚII 15

derivabilă pe I, astfel încât y (ZQ) =  Do §i u (x, y (x)) =  O pentru orice x G I.

Derivând ultima egalitate obținem

„ , , , du(x,y(xY j du (x, y (xYl .
0 =  [u (x, y (z))]' =  +  dy ' V ( X )  "

= P (x, y (z)) +  Q (z, y (z)) ■ y' ( z ) , Vi € /

din care deducem

y' (z) =  - P (x ,y (x ))
(2(Z ,T/ ( Z))

x e  I

ceea ce dovedește că

y = y (x ) ,  x e I

este soluție a ecuației diferențiale considerate și verifică condiția inițială y (io) =  yo-

Din analiza făcută, ținând cont că (ZQ, Î/O) € E  este arbitrar, rezultă că relația

u (x ,y )  — 0

este integrala generală a ecuației diferențiale exacte considerate.

Observație. Este de reținut că ecuația diferențială

P  (z, y) dx + Q (z, y) dy =  0

dP dQcare verifică condiția de exactitate =  -7—, are integrala generală
dy dx

f  P (x ,y )d x  + f  Q (x 0 ,y )dy  =  0
J XQ Jyo

unde X Q  și yo sunt numere reale arbitrare.

Exemplu. Determinați integrala generală a ecuației diferențiale

'y jd x P  -r— dy =  0
/  2 Vy

1 XRezolvare: Avem P (x ,y}  = —= + Uy, Q (x ,y ) —
y/x i"s/y

al funcțiilor P  și Q este E = (0,00) x (0,00). Avem

iar domeniul de definiție

d P (x ,y )  _  1 dQ (z,y) _  1
• dy ^y/y' dx 2y/y

dP (x y) dQ (-£) y')deci ---- —-—  =  ---- — !— , V (x ,y) G E, adică ecuația considerată este exactă.
dy dx

Integrala ei generală este
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16 CAPITOLUL 1. ECUAȚII DIFERENȚIALE DE ORDINUL ÎNTÂI

unde io ȘÎ yo sunt numere pozitive arbitrare. Efectuând calculele obținem

2\/x + x^/y = 2^/XQ + a?ox/z7o

Dacă notăm 2^/TQ +  xo^/yo c u  c  rezultă forma

2y/x + x>Jy — c

a integralei generale, unde c este o constantă pozitivă oarecare. Observăm că putem

explicita pe y :
(c -  2T/ X)2

y ~  T 2

1.5.3 M etod a  factorului integrant

Considerăm ecuația diferențială de ordinul întâi sub forma Pfaff

P  (z, y) dx + Q (x, y)dy  =  0

unde P, Q : E  C R2 —> R. Presupunem că E  este un interval bidimensional de

forma

E  = (a, 6) x (c, d)

dP dQ dPDeasemenea presupunem că P,Q, și -r— sunt funcții continue pe E  și —— 7̂
dy dx dy

dQ p--3-. Fie s
dx

f i : E  —> R

o funcție de clasă C 1 pe E, care nu se anulează în E. înmulțind cu p, ecuația dată

obținem ecuația echivalentă

P (x, y) P (x, y)dx  + p (i, y) Q (z, y) dy = 0

Căutăm funcția p astfel încât

ț -  [pF] = [pQ]
dy dx

Funcția p cu această proprietate se numește factor integrant pentru ecuația dată.

Condiția impusă lui p se scrie detaliat sub forma

d P - d ^O x . 9 (5
— -^-Q  + p-x—oy oy ox dx

Dacă p verifică această condiție atunci integrala generală a ecuației date este

IO

[  F ^ 0 ,y )Q (x 0 ,y)dy  =  0
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1.5. TIPURI ELEMENTARE DE ECUAȚII 17

Mai precis, această relație definește implicit o soluție de forma

y = y (x ) , x G I  C (a, b)

care verifică condiția y (XQ) = yo- In general determinarea funcției y  este la fel de

dificilă ca și rezolvarea ecuației diferențiale considerate, dar se pot identifica unele

cazuri particulare în care se pot determina factori integranți.

C azul I. Factor integrant care dep inde num ai de x. Presupunem că

există un factor integrant care depinde numai de x, adică de forma y  = y  ( i ) .
dy dy

Condiția îndeplinită de y  se scrie, înlocuind —  = 0 și —  =  y  , sub forma
dy dx

dP __dQ
y' _  dy dx
P Q

n'
Deoarece — depinde numai de x rezultă că egalitatea este posibilă numai dacă

P
expresia

dP_ _  dQ
dy dx

Q

depinde numai de x. In acest caz rezultă

d P  _  dQ \
- d- ^ d x
Q

/

Să mai observăm că p (TQ) =  1- Integrala generală este în acest caz

[  p ( x ) P ( x ,y ) d x +  f  p (xo )Q (x o ,y )d y  =  0
xo Jyo

Cazul II. Factor integrant care depinde num ai de y. Presupunem că

există un factor integrant care depinde numai de y, adică de forma y  — y  (y ) .
dy dy

Condiția îndeplinită de y  se scrie, înlocuind —  =  0 și —  = y  . sub forma
dx dy

dQ _ d P
y' _  dx dy
~P ~  P

Deoarece — depinde numai de y rezultă că egalitatea este posibilă numai dacă
P

expresia
5 Q _ d P  >  ■ '

p  fI  4 • „■ :
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18 CAPITOLUL 1. ECUAȚII DIFERENȚIALE DE ORDINUL ÎNTÂI

depinde numai de y. In acest caz rezultă

M (y) =  exp

dQ _ 8P_ \
dx dy ,— ^ - d y

/
Să mai observăm că fi (j/o) =  1- Integrala generală este în acest caz

/■
Jx o

g(y).P (z ,y ) dx +
r

J y v
p (y )Q (x 0 ,y )dy =  0

Exem plu. Determinați soluția ecuației diferențiale

—ydx + i  4— x ] dy =  0
\  y J

care verifică condiția inițială y (1) =  2.

Rezolvare: Avem P = — y și Q = x

pe (0, oo) x (0, oo). Deoarece

x2
H— 7. Considerăm funcțiile P  și Q definite

y2

dP
dy

. . dQ 2x
1 S1 ~Ț~ — 1 "I— 2dx y z

dP dQrezultă că 7̂  -7—, deci ecuația diferențială nu este exactă. Cercetăm dacă
dy dx

ecuația admite factor integrant care să depindă numai de o variabilă. Avem

dP _  dQ
p' _  dy dx
P Q

- 1 - 1 - ^
________ y

X 2

“yZ2

2
X

din care deducem că ecuația admite un factor integrant care depinde numai de x,

și anume

P = = exp ( -2  In i  +  2 In 1) =
x z

înmulțind ecuația cu p = — obținem ecuația diferențială exactă
x z

----y„ dJ x +,
x z

/ I
\ T

+ ) dy =  0
y J

a cărei integrală este

r ~ ^ d x +  r  ( i + i ' \ d y = Q

1 J2 \  y J

Efectuând calculele obținem

adică

y  1 1
-  - y  + y - 2 -  -  + -  = 0
2: y 2

y 1 =  Ș
X y 2

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.5. TIPURI ELEMENTARE DE ECUAȚII 19

1.5.4 E cu ația  d iferențială cu variabile separabile

Forma Pfaff a ecuațiilor diferențiale cu variabile separabile este

f  (z) g (y) dx + h (x) k (y) dy = 0

unde f , h :  E  C R —> R și g, k : F  C R —> R sunt funcții continue, E  și F  sunt

intervale, g nu se anulează în F, iar h nu se anulează în E. In aceste condiții ecuația

admite factorul integrant
_  1

M g (y) h (z)

înmulțind cu /z ecuația dată, obținem ecuația echivalentă

h (x)
fc (y)dx + -~^~dy =  0
g(.y)

Se spune, în acest caz, că am separat variabilele în ecuația dată. Am obținut o

ecuație diferențială exactă. Soluția sa generală este

r/w
vo 9 W

unde IQ G E  și yg 6 F  sunt numere arbitrare.

Exemplu. Determinați soluția generală a ecuației diferențiale

i \ / l  + y2 dx + y %/l +  x 2dy = 0

Rezolvare: Separând variabilele obținem

Z y
, - -dx  H---- ■■ - dy = 0

V i + x 2 V i  + y 2

care este o ecuație diferențială exactă. Soluția generală a acestei ecuații este

x
V i + x 2

dx + Jfyo\ / i  
y
+ y2

dy =  0

unde IQ Și yo s u nt numere arbitrare. Făcând calculele obținem

\ / l  +  x 2 +  \ / l  +  y2 =  c

unde c =  y/1 + x^+ y /î+ y g  este un număr oarecare mai mare sau egal cu 2.

1.5.5 E cu ația  d iferențială de tip  om ogen

Prin ecuație diferențială de tip omogen se înțelege o ecuație diferențială de forma

dx \ x /
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20 CAPITOLUL 1. ECUAȚII DIFERENȚIALE DE ORDINUL ÎNTÂI

unde f  : E  C R  —* R  este o funcție continuă dată. Pentru rezolvarea acestei ecuații

diferențiale se face schimbarea de funcție

U = —y  , X u n0
X .

Presupunem că

y = y (x ), x € I  C R

este o soluție pe intervalul I  care verifică condiția inițială

V (z0 ) =  yo

unde X Q  € I  și yo G R. Este evident că I  nu poate conține pe 0. Vom presupune

I  C (0, oo). Rezultă

xu = y, u + xu' = y',

y' — f  f - ')  =  f  (u ) , deci u + xu' — f  (u)
\ x /

Dacă f  (u) =  u pentru orice u, adică f  este funcția identică, atunci deducem u' = 0,

din care rezultă că u are o valoare constantă

c — u (, x x y (z0 ) 2/0
0 ) = -------  = —

Zo X Q

Așadar soluția ecuației este

y = —y° x, x &r-  IT
X Q

yoNotând pe — cu c obținem soluția generală
z 0

y — cx, x e J

unde c € R  este o constantă arbitrară.

Dacă f  nu este funcția identică, deci f  (u) u pentru orice u, atunci rezultă

Integrând obținem
u'

u -  f (u )
dx + fJ XQ

—
d
x
x

 =  0

Dacă G (u) este o primitivă a funcției ----- ------
u -  /  (u) atunci obținem

G (u) — G (UQ) + In x — In TQ =  0
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1.5. TIPURI ELEMENTARE DE ECUAȚII 21

, yo .unde UQ = — , adica
2?0

Considerând pe XQ și pe yo numere arbitrare, obținem integrala generală

G ( — + In x =  c
\ x /

unde c =  G ( —
\ x o

+ In XQ este o constantă arbitrară.

E xem plu. Determinați soluția ecuației diferențiale

dy =  Î/ 2 y
dx x 2 x

care verifică condiția inițială y (io) =  Vo, unde 2?o 0 și yo sunt numere arbitrare.

Rezolvare: Fie

y = y ( x ) , x  6 I  C R

soluția căutată. Rezultă

dy(x) =  y2 (z) y(E)
dx x 2 x

din care este evident că intervalul I  nu poate conține pe 0. Vom considera cazul
yI  C (0, oo). Notăm u = Avem
x

dy du
y = ux = u + x — ,

dx dx
dy o , . du 2—  = u + u, deci u + x —  — u + u
dx dx

Deducem că
du r.

x —  = u
dx

și deci

Rezultă

=  In x  — In XQ

adică
x

y(x ) — =  — In x +  In io
yo

din care deducem
X

XQ
— In x  +  In io  H-----

yo
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22 CAPITOLUL 1. ECUAȚII DIFERENȚIALE DE ORDINUL ÎNTÂI

Din calculele făcute rezultă că numărul yo nu poate fi egal cu 0. Notând In x 0 H-----
yo

cu c rezultă

y (*) = , x

— In x + c

adică am obținut soluția generală.

Observație. Se verifică imediat că funcția nulă

y = y (z) =  0, x G I

unde I  este un interval arbitrar care nu conține pe 0, este soluție a ecuației consider

ate. Această soluție, care verifică evident condiția y (XQ) — 0, este soluție singulară

a ecuației considerate.

1.5.6 E cuația  diferențială liniară

Ecuația diferențială liniară de ordinul întâi are forma

^ + p ( i ) y  =  g W

unde p, q : E  C R  —» R  sunt funcții continue date. Considerăm că E  este un interval

de forma (a, b). Forma Pfaff a acestei ecuații este

(p (z) y -  q (z)) dx + dy =  0

Să verificăm dacă această ecuație diferențială este exactă sau admite factor integrant

depinzând numai de o variabilă. Avem

= p ( z ) , x G E1

din care deducem că ecuația admite factorul integrant

p = p (z) =  exp I / p (z) dx I
\ J XQ /

unde ZQ € E  este un număr oarecare. Această formă a lui p rezultă din relația — =
F

p ( x ) . Observăm că /z(z0 ) =  1. înmulțind cu p forma Pfaff a ecuației considerate,

obținem ecuația echivalentă

M (z) [P (z) V -  Q (x)] dx + p (z) dy =  0
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1.5. TIPURI ELEMENTARE DE ECUAȚII 23

Integrala generală a ecuației considerate este

y -
Io

[  p (io) dy = 0
3/0

unde IQ și yo sunt numere arbitrare, dar fixate, din E. Calculând obținem

‘X

y - y o  = 0
X Q X 0

sau

y p ( x ) - y -  /
J XQ

+ y -  yo =  0

din care rezultă
1

y = — Ț yo +
P'S'l Jxo

Această soluție verifică condiția inițială y (io) =  yo-

Observație. Considerăm o primitivă a  (x) a lui p (x ) . Atunci rezultă

p (x) =  exp (a (x) — a (XQ)) =  exp a (x) • exp ( - a  (io))

Notând

m  (x) =  exp a  (x)

forma soluției obținute devine

1
y = yo exp a

Dacă notăm cu G (x) o primitivă a funcției m  (x) q (x) atunci forma soluției devine

y = — [j/o exp a (x0 ) + G (x) -  G (x0 )]m  ț.r)

Notând cu c numărul yoe x P a (x o) — G (XQ) obținem pentru soluție, forma

y =
1

m  (a?) [c +  G (x)]

care este forma soluției generale a ecuației diferențiale considerate.

De obicei soluția generală este reprezentată sub forma

1
exp (J  p (x) dx)

unde c este o constantă arbitrară, iar integralele nedefinite care intervin sunt prim

itive fixate ale funcțiilor respective.
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24 CAPITOLUL 1. ECUAȚII DIFERENȚIALE DE ORDINUL ÎNTÂI

Exemplu. Determinați soluția generală a ecuației diferențiale

, 1 2
y + - y  = x

x

Rezolvare: Ecuația diferențială considerată este liniară. Față de modelul general
avem p (x) =  i  și q (x) =  x 2 . Aceste funcții sunt definite și continue pentru orice x

x
0. Vom determina soluția generală pe E — (0, oo). Conform metodei de rezolvare

expuse mai sus, soluția generală este

adică
c x3

y = -x   + ~4r

unde c este o constantă arbitrară.

Observație. Soluția ecuației diferențiale precedente, care verifică condiția y (XQ) =

yo, se poate obține din forma soluției generale. înlocuind pe x cu XQ și pe y cu yo,

obținem

din care rezultă

Soluția căutată este

1.5.7 E cuația d iferențială a lui B ernoulli

Ecuațiile diferențiale de tip Bernoulii au forma generală

y' + p (x) y = q (x) ym

unde p, q : E  —» R  sunt funcții continue definite pe un interval E, iar m  este un

număr real diferit de 0 și de 1. Când m  este 0 sau 1, ecuația este liniară sau cu

variabile separabile. Această ecuație diferențială se transformă într-o ecuație liniară

prin schimbarea de funcție
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1.5. TIPURI ELEMENTARE DE ECUAȚII 25

Intr-adevăr, dacă

y = y(x) , x £ I  C E

este o soluție a ecuației diferențiale considerate, atunci avem

z' = (1 - m ) y ~ m y'

înmulțind în ecuația dată cu (1 — m) y~m  și făcând înlocuirile obținem relația

z' +  (1 — m) p (x) Z =  (1 — m) q (x)

care ne arată că z este soluție a unei ecuații diferențiale liniare. Din această relație

rezultă
1

exp ( f  pi (x)dx)
Pi (x) dx I dx

unde pi (x) =  (1 — m )p (x) și qi (x) =  (1 — m) q (x ) , iar c este o constantă reală.

Cunoscând pe z, deducem
1

y = z 1-rn

Exemplu. Determinați soluția generală a ecuației diferențiale

/ I  9 9
y + - y  = x y

Rezolvare: Ecuația este de tip Bernoulii, cu m  =  2. Vom reduce ecuația aceasta

la o ecuație liniară făcând schimbarea de funcție

z = y

Considerând că y este soluție a ecuației date, obținem

z' = - y ~ 2y'

înmulțind ecuația dată cu — y 2 obținem

— 2 / 1
- y  y -  - yx

= —x2

Făcând înlocuirile obținem
/ 1 2z ---- z = —x

De aici deducem că

X
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unde c este o constantă. Deoarece z = y~A rezultă că y — z - 1 , deci soluția generală

a ecuației date este
_  2

x  (2c — x2 )

1.5.8 E cuația d iferențială a lui R iccati

Ecuația diferențială

y' = P (x) y2 + q (z) y + r (z) (1.8)

unde p,q ,r : I  c  R -> R sunt funcții continue, se numește ecuația diferențială a lui

Riccati. Funcțiile p, q și r se numesc coeficienții ecuației. S-a constatat că această

ecuație nu este rezolvabilă, în toate cazurile, prin metode elementare. Vom arăta că

dacă se cunoaște o soluție a ecuației 1.8, atunci rezolvarea ei se reduce la rezolvarea

unei ecuații diferențiale Bernoulli. Să presupunem că

y = yi ( z ) , z € (a,b) C I

este o soluție a ecuației 1.8. Vom face schimbarea de funcție

z = y - y 1 (x) (1.9)

Avem

y' = z + y{ (x)

înlocuind în ecuația 1.8 obținem

z' +  y '(z )  =  p(z) [z + T/ I  (z)]2 + g(z) [Z  +  T/ I  ( z ) ]+ r (z )  =

= p (z) z2 +  [2p (z) 7/! (z) +  q (z)] z +

+ [p (i)  Pi (x) + q (z) 7/! (z) + r (z)]

Deoarece T/ I este soluție pentru ecuația 1.8, rezultă că

7/'i (z) =  p (z) y2 (z) +  q (z) yx (z) + r  (z)

Așadar

z = p  (z) z2 + [2p (z) T/ I  (z) +  q (z)J z (1.10)

De aici rezultă că

7/ =  7/ ( z ) , z € (a, &)

este soluție a ecuației 1.8 dacă și numai dacă

z = z(z), z € (a, &)
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este soluție a ecuației diferențiale Bernoulli 1.10, unde

z(x) =  y (x) - y A (z)

E xem plu. Determainați soluția generală a ecuației diferențiale

, „ 9 X -  1
y + 2xyz  — y ------ 5— = 0

Rezolvare: Constatăm că ecuația dată este de tip Riccati. Intr-adevăr ecuația

are forma
/ 9 — 1y = —2xyÂ + y +  — y-

x — 1
Coeficienții ecuației sunt: p (z) =  —2z, q (x) =  1 și r (z) =  — 5—, definiți pe unx z

interval I  care nu conține pe 0. Vom considera I  = (0,00). Observăm că

/ x 1y = y-i \x) = x e iX

este soluție a ecuației date. Pentru a determina soluția generală a ecuației date,

facem schimbarea de funcție

. x 1
z = y -  yi (x) = y — , x eX

I

Rezultă
1
72y = z

înlocuind în ecuație obținem

, _ 1Z -r2 = — 2x z
n 2 r x — 1

T 2

Făcând calculele obținem

z = —2.XZ2, — 3z

Această ecuație Bernoulli se reduce la o ecuație liniară prin schimbarea de funcție

u — z - 1

înmulțind cu z - 2 , ecuația devine

z - 2  • z — — 2x — 3 • z " 1

Avem

u' = —z - 2  ■ z
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înlocuind obținem

—u' — —2x — 3u, adică

u — 3u — 2x

Soluția generală a acestei ecuații este

1li =  ----=~J----- Y
exp [j — 3dxj

2
=  c • exp (3z) — -  (3z +  1)

unde c este o constantă oarecare. Rezultă

1
2  — 2

c • exp (3rr) -  -  (3z +  1)

Soluția generală a ecuației date este

1 1
y = z  + -  = ------------------2-----------

c • exp (3i) — -  (3x +  1)

1

1.5.9 E cuația d iferențială a lui Lagrange

Considerăm ecuația diferențială

y = x f  (y') +  g (y') (1-11)

unde f , g : E c R. sunt funcții de clasă C 1 . Facem schimbarea de funcție

P = y' (1.12)

Derivând relația 1.11 obținem

y  =  f ( y W W '  +  p W '  (1.13)

înlocuind y' cu p și y" cu p' obținem ecuația diferențială

p = f(p ) + i / / (p)p/ + y / (p)p/ (1.14)

T EOREMA 1.5.1 . 1) Dacă

y = y ( x Ț x & I ,  (1.15)

este o soluție a ecuației 1.11 pe un interval real I, atunci

p = y' {x ) , x e Ț (116)
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.5. TIPURI ELEMENTARE DE ECUAȚII 29

este soluție ă ecuației 1.14-

2) Dacă

p — p (x ), x e I, (1.17)

este soluție a ecuației 1.14, Pe  u n  interval real I, atunci

y = x f  (p (x)) + g (p (x )), x  e I , (1-18)

este soluție a ecuației 1.11.

Demonstrație. 1) Avem, prin ipoteză,

y (x) =  x f  (y' (x)) +  g (y' (x )), x e  I  (1.19)

Derivând, rezultă

y1 (z) =  f  (y' (*)) + x f  {y' (z)) y" (x) + g' (y' (x)) y" (x), x e  I, (1.20)

ceea ce înseamnă că p = y' (x ) , x € I, este soluție a ecuației 1.14.

2) Avem, prin ipoteză,

P (z) =  f  (p (z)) +  x f  (p (x)) p' (x) + g '(p  (x)) p' (x ) , x e  I  (1.21)

Derivând funcția y definită prin

y (x) =  x / (p ( x ) ) + g (p ( x ) ) , x e 7 (1.22)

obținem

y'(x) =  /(p (x ))  +  x f  (p(x))p '(x) + g '(p (x ))p '(x )  (1.23)

deci y' (x) = =  p(x) pentru fiecare x € I. Așadar

y (x) =  x f  (p (x)) +  g (p (x)) =  x f  (y' (x)) +  g (y' (x)) (1.24)

adică

y(x) = x /( y '( x ) ) + y (y '( x ) )  (1.25)

pentru orice x e I, deci y =  x f  (p (x)) + g (p (x )), x e I, este soluție pentru 1.11,

ceea ce trebuia demonstrat. M
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C onsecință. Conform teoremei rezultă că pentru a obține soluțiile ecuației

1.11 este suficient să obținem soluțiile ecuației 1.14. Rezolvarea ecuației 1.14, în

care funcția necunoscută este p, iar variabila independentă este x, este dificilă, dar

dacă scriem ecuația 1.14 sub forma Pfaff

[f (p) -  p] dx + \ x f  (p) + g' (p)] dp =  0, (1.26)

observăm că ea poate fi tra tată  ca ecuație liniară, considerând pe x  ca funcție

necunoscută și pe p ca variabilă independentă, și rezolvarea devine simplă. Această

ecuație se poate obține din ecuația 1.11 prin înlocuirea lui y' cu p și diferențiere.

Dacă pentru un număr po G E  are loc relația f  (p0 ) =  p0 , atunci funcția con

stantă

p =  po, x G R, (1-27)

este soluție a ecuației 1.26. Rezultă că funcția

y = xp0 + g (p0 ) , x  G R, (1-28)

este soluție a ecuației 1.11.

Dacă f  (p) 7̂  p, pentru orice p G E, atunci ecuația 1.26 se scrie sub forma

dx , / ' ( P) _ P ' ( P )
"l”  ■ /I ——— ’■

dp f ( p ) ~ P  f ( p ) ~ P

Să presupunem că soluția generală a acestei ecuației are forma

x -  x(p, c ) , p G I c ,

(1-29)

(1.30)

unde I c C E  este un interval, iar c este o constantă arbitrară dintr-un interval

J c  R.

Fie

K c = {x(p,c) \ p e  Ic} (1.31)

Presupunem că pentru fiecare x G K c există un singur număr p G I c astfel încât

X -  X (p, c ) ; notăm acest număr prin p (x, c ) . Atunci soluția generală a ecuației 1.11

va fi

V = x f  (p (z, c)) + g (p (z, c )) , x G K c , (1.32)

unde c G J. Deoarece, în general, explicitarea lui p nu este posibilă, vom avea în

vedere curba integrală 7C a ecuației 1.14, definită în planul xOp prin

7C : x = x (p, c ) , p G I ( (1.33)
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pentru c G J. Atunci curba integrală a ecuației 1.11, în planul xOy, corespunzătoare

curbei 7C, este curba Tc definită explicit prin

r c : y = x f  (p (x, c)) + g(p  (x, c )) , x G K c , (1.34)

sau parametric prin

X — X (p, c)
r c ■ < , p e  l c (1.35)

y = X (p, c) f  (p) + g (p)

De obicei se spune că

x = x (p, c)
* , Ic

y = x (p ,c ) f(p )+ g (p )

este reprezentarea parametrică a soluției generale a ecuației 1.11

1.5.10 Ecuația diferențială a lui Clairaut

Ecuația diferențială a lui Clairaut este ecuația lui Lagrange în cazul f  (p) =  p, pentru orice

p G E. Deci forma ecuației lui Clairaut este

y = xy ' + g(y') (1.36)

Ecuația 1.14 devine, în acest caz,

(x +  p '(p ))p ' =  0 (1.37)

Conform consecinței teoremei 1.5.1 rezultă că soluțiile ecuației (1.36) se obțin din

soluțiile ecuației (1.37). Mai precis, soluției

p =  p (x ) , x G I

a ecuației (1.37) îi corespunde soluția

y = xp(x) + g (p (x )) , x G I

a ecuației (1.36). Concret, ecuația (1.37) are soluția generală dată de funcția con

stantă

p — c, (V) x  G R

unde c G E  este o constantă arbitrară. Rezultă că ecuația (1.36) are soluția generală

y = xc + g (c) , x G R
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Pe de altă parte, curba

7 : x = -g ' (p) , p e  E

este o curbă integrală a ecuației (1.37). Dacă g' : E  —* K  C R  este inversabilă,

atunci rezultă că curba T, definită prin

x —
r : - a '  (p)

-p g ' (p) + g (p)
p € E,

y =

este curbă integrală, definită parametric, a ecuației (1.36). Această curbă integrală

corespunde unei soluții singulare a ecuației (1.36). Se mai spune că

rr =  —g' (p)
, p e E,

y = -pg ' (p) + g (p)

este reprezentarea parametrică a acestei soluții singulare.

Exemplu. 1) Determinați soluția generală a ecuației diferențiale

y = 2xy' + y'2

Rezolvare: Ecuația considerată este de tip Lagrange. Punem y' =  p și obținem

y = 2xp + p2 (1.38)

Diferențiind obținem

pdx = 2pdx + 2xdp + 2,pdp,

deci
dx 2pdx + (2x + 2p) dp — 0, s a u -----1- - x  =  -2
dp p

Soluția generală a acestei ecuații este

c 2
x — —  -p , p e l c R

P 3

unde I  este un interval care nu conține pe 0, iar c este o constantă reală arbitrară.

Din relația (1.38) deducem reprezentarea parametrică a soluției generale a ecuației

date:

,p € I

unde c este o constantă reală arbitrară.
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2) Determinați soluția generală a ecuației diferențiale

, 1
y = xy + —

y

Rezolvare: Ecuația considerată este de tip Clairaut. Punem y' = p și obținem

y = xp + -  (1.39)
P

pentru orice i c R ș i p S / c R ,  I  fiind un interval care nu conține pe 0. Vom

considera I  =  (0, oo). Diferențiind obținem

pdx — pdx + xdp — Kdp
p2

sau, ordonând,
(  x — ] dp =  0
\  P )

O posibilitate este x = pZ , din care deducem reprezentarea parametrică a soluției

singulare:

In acest caz putem obține forma explicită a soluției singulare, eliminând parametrul

P,

y = 2y/x, x € (0, oo)

Altă posibilitate este dp = 0, din care deducem p = c, unde c este o constantă

arbitrară. Soluția generală a ecuației considerate este, ținând cont de relația (1.39),

1
y = xc H—c

unde c € (0, oo) este o constantă arbitrară.

1.5.11 E cuații algebrice în y'

Considerăm un domeniu E  din R 2 și funcțiile continue ai : E  —» R, 0 < i < n.

Notăm n
P  (x, y, t) =  ^ 2  a k (,x > y) in - fc

fc=0
Ecuația P  (x, y, y') =  0 se numește ecuație diferențială de ordinul întâi, de gradul

n în raport cu y '. Pentru a găsi soluții ale acestei ecuații procedăm astfel: deter

minăm mai întâi rădăcinile ecuației algebrice

P (x ,y ,f )  = 0; t e C
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și apoi rezolvăm fiecare ecuație diferențială y' — t ( x , y ) , t(x ,y )  fiind o rădăcină a

ecuației menționate.

Arătăm că fiecare soluție y = u (z) a ecuației y' — t (z, y) este soluție a ecuației

P (x ,y ,y ')  =  0.

Avem succesiv

P (x ,y ,t (x ,y ) )  =  0, u' (z) =  t (z ,u (z )) ,

P țx , u (z) ,u' (z)) =  P (x ,u (x )  , t(z ,u (z )))  =  P(z,]/,t(z ,T /)) =  0

Deci P  (z, u ( z ) , u' (z)) =  0, ceea ce trebuia să verificăm.

1.6 Inegalități integrale

TEOREMA 1.6.1 (INEGALITATEA LUI GRONWALL) Dacă funcția continuă

z : [a, b] —> R

verifică inegalitatea

x (t) < a (t) +  / fi (s) z (s) ds, pentru t € [a, 6],
J  a

unde funcțiile a, fi : [a, b] —» R  sunt continue, iar fi (t) > 0 pentru orice t € [a, b],

atunci funcția x verifică și inegalitatea

z (t) < (t) 4- / a  (s) fi (s) exp I / fi (r) dr j ds, pentru t 6 [a, 6]
J a \ J  s /

Demonstrație. Notăm

y (t) = y  fi (s) z (s) ds, pentru t G [a, b]

Rezultă y (a) =  0,

z (t) < a (t) + y (t) (1.40)

și y' (t) =  fi (t) z (t) pentru t e [a, b]. înmulțind cu fi (t) relația (1.40) obținem

y' G) =  0  W x  W  < fi (t) & (t) +  fi (t) y ( t ) , pentru t e [a, b] (1.41)

Notăm

u (t) =  exp I — /  fi (t) dr j , pentru t e [a, b]
\  J  a /
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1.7. E X IS T E N Ț A  Ș I U N ICIT A T E A  S O L U Ț IIL O R 35Rezultă u (a) =  1 și u' (t) =  -(3 (t) u (t), pentru t € [a, 6]. înmulțind cu u (t) înrelația (1.41) rezultă
y' (i) u (t) <  u (t) (3 (t) a  (t) +  u (t) (3 (t) y (t)

care se poate scrie sub forma
[ît W « W) <  u (<) ^  (i) a (t)

Prin integrare obținem
y - y a  (s) 0  (s) u (s) ds

adică
De aici și din (1-40) rezultă tocmai inegalitatea ce trebuia demonstrată. ■Luând funcția a  egală cu o constantă M  se obține enunțul de mai jos.

Consecință. Fie x  : [a, 6] —> R  o funcție continuă care verifică inegalitatea
x  (t) <  M  +  [  [3 (s) x  (s) ds, t G [a, 6]

J  aunde M  este o constantă, iar /3 : [a, 6] —> R  este o funcție continuă și pozitivă.Atunci are loc și inegalitatea
T  (t) <  7W • exp dr, t € [a, 6]

1.7 E x is ten ța  și u n ic ita tea  soluțiilor

Fie to și TQ două numere reale oarecare, a și b două numere reale pozitive,
I  =  [to — a, to +  a ], J  — [xo — b, XQ +  6], △ — I  x J ,

iar / : △ —> R , o funcție dată. Mulțimea △ este numită dreptunghi închis cu centrulîn (<o,^o). de laturi 2a și 26. Considerăm ecuația
(1.42)

atși condiția inițială 2: (t0 ) =  To (1-43)
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T E O R E M A  1.7.1 Dacă:

1. f  este continuă pe △,

2. f  este lipschitziană pe △ în raport cu x , adică există o constantă pozitivă L

astfel încât

< L \ x - y \ ,  (V) (t,z) € △,
atunci problema Cauchy (1.42+1.4-3) admite o soluție unică pe intervalul[io — <5, io +  <5], unde 8 =  min < a, |  și M  — sup {|/ (t, z)| | (t, x) € △} .

Dem onstrație. Arătăm mai întâi că problema Cauchy (1.42+1.43) este echivalentă cu determinarea unei funcții continue x : I  —> R , care să verifice egalitatea
x(t) =  x 0 +  [  f  ( s ,z  (s)) ds, t e I  (1-44)

JtoRelația (1.44) este numită, de obicei, ecuație integrală. Intr-adevăr, dacă funcțiacontinuă x  verifică (1-44), pe un interval I ,  atunci rezultă că ea este de clasă C 1pe I ,  x' (t) =  f  (t, z(t)) și x(to) =  ZQ , adică x  este soluție a problemei Cauchy(1.42+1.43). Reciproc, orice soluție a problemei Cauchy (1.42+1.43), pe un interval
I ,  verifică relațiile x  (io) =  x o și x ' (s ) =  f  ( s ,x  (s)), pentru orice s e I .  Integrândultima egalitate pe intervalul [io, t] C  I  obținem

/ x  (s) ds =  x  (t) -  x  (t0 ) =  x  (t) -  x 0 =  / / (s ,z (s ))d s
J  IQ Jt Qceea ce arată că x  verifică (1-44). Rezultă, așadar, că pentru a demonstra teorema este suficient să demonstrăm că ecuația integrală (1.44) admite o soluție continuă unică pe intervalul I Q =  [io — <5, to +  <5] ■ Vom folosi o metodă, numită metodaaproximațiilor succesive. Definim un șir de funcții (zn )n £ N  astfel:

ZQ I o J ,  x 0 (t) =  z 0 ,z „  I o —> J ,  x n  (t) =  z 0 +  / f ț s , x n ~i (sȚ)ds,
Jto

(1-45)
(V) t e  Io, n  e N *. Funcția constantă z 0 : Io  —> J  este, evident, continuă. Presupunem că pentru un număr n din N* funcția z n _ i  este continuă pe I o ȘÎ avemz n _ j  (i) G J  pentru orice t G I o . Atunci funcția x n  este corect definită și

]zn  (t) ZQ [/ (s .Z n -l (s))|ds < M \ t-to \  <  M 6 < b
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Deci x n  (t) € J  pentru orice t G IQ. Din continuitatea funcției f  pe △ și a funcției

x n ~i pe Io rezultă continuitatea pe Ig a funcției compuse s —> (s)). Inconsecință, ținând cont de proprietățile integralei, rezultă că funcția
t -*  f  ( s ,x n ~ r (s))ds

Jt 0este continuă pe I Q și deci funcția este continuă pe Ig. Conform principiuluiinducției matematice, rezultă că șirul ( i n )n e N e s ê  c o r e c t  definit și funcțiile x nsunt continue pe Ig, pentru orice n  € N .Vom demonstra că șirul (xn )n e N  este uniform convergent pe I Q. Avem
•t|rri (t) - i 0 (01

|x2 (0 -  i i  (01 io
s, x 0 (S))| ds <  M  \t -  t0 | <  M 6,

to
/•*

s , i i  (s)) -  / ( S,£O(S) ) |C!S <

io
— io(s)|cfs <  M L

pentru orice t G IQ. Presupunem că pentru un număr n  € N , n >  2, este îndeplinităinegalitatea |xn  (0 -  i n -r  (01 <pentru orice t G IQ. Avem
|*^n+l (0 2-n (01

Conform principiului inducției matematice, rezultă că are loc inegalitatea
| i n  ( O - i n - r t O I ^ ^ 71’ 1—

nipentru orice n G N * și pentru orice t G Io- Deasemenea, are loc, ca o consecință,inegalitatea (0 -  ^ „ - i  (01 < n!pentru orice n  G N * și pentru orice tGlo- Din această inegalitate, pe baza convergențeiseriei
oo

^ 2  M L " " 1

71= 1
n !
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și conform criteriului lui Weierstrass rezultă că seria

oo
(t) - x n _i (t))

71 =  1

este uniform convergentă pe IQ. Prin urmare, șirul sumelor parțiale (Sn )n g N . ale

acestei serii este uniform convergent pe I Q. Deoarece

n
Sn  ( Z ) =  T ?  ( T fc W  “  X k ~ l  W )  =  X n ( i )  -  £ 0  (* )

fc= l

rezultă că șirul ( i n )„6 N e s t e  u n if°r m  convergent pe I Q. Fie

x (t) — lim x n  (t)n—*oo

Datorită convergenței uniforme a șirului (xn )n g N  și a continuității funcțiilor x n

rezultă continuitatea funcției x. Deasemenea, deoarece

| /  (t, x n  (tȚ) -  f ( t , x  (t))| < L \x n  (t) -  x  (t)|

pentru orice t G IQ și orice n G N, rezultă că

f ( i , x n  (t)) -> / ( t ,x ( t ) )

când n —» oo, uniform pe I Q. Trecând la limită sub semnul integrală în relația (1.45),

rezultă

x (t)  = x 0  + / / ( s ,z ( s ) )d s
Jto

pentru fiecare t G I Q, adică x este soluție a ecuației (1.44).

Unicitatea soluției. Să presupunem că ar mai exista o soluție y : IQ ~̂> J, a ecuației

(1.44), deci

y (t)  = x 0 + i  f ( s ,y ( s ) )d s  (1.46)
Jto

Scăzând relațiile (1.44) și (1.46) obținem

!/(*)! = s,x (s)) -  f ( s ,y ( s ) ) )d s

rL (s) -  j/(s)|ds
*0

Din consecința lemei lui Gronwall rezultă |z (t) - y ( t ) |  =  0, pentru orice t G Io,

adică x (t) =  y ( t ) , pentru orice t e IQ, ceea ce trebuia demonstrat. ■
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O bservații 1) Funcția

x n  '■ I o —> J ,  x n  (t) =  x 0 +  / f  (s, (s)) ds,
JtoV t € Io, n & N * , se numește aproximarea de ordinul n  a soluției problemei Cauchy(1.42 +  1.43). y2) Dacă —— există și este continuă pe △, atunci / (t,x)  este lipschitziană pe A

axîn raport cu x. Intr-adevăr, în condițiile menționate, există
d f  WL =  sup

dx
| ( t , i)  e A

Pe de altă parte, din teorema creșterilor finite, rezultă că pentru fiecare (t, x) e Ași (t, y) € A  există £, cuprins între x  și y, astfel încât
|/(t,x) -  f(t ,y )\  = d f M

dx ■ |z -  y\ < L - \ x - y \

E xem p le. 1) Folosind metoda aproximațiilor succesive, determinați aproximarea de ordinul 3 a soluției ecuației diferențiale
y' =  x 2 +  y 2

care verifică condiția inițială y (0) =  0.Rezolvare: Șirul de funcții (yn )n e N > c a r e  c o n v e r ge  către soluția problemei Cauchymenționate, este definit de metoda aproximațiilor succesive astfel:
Vo (z) =  0
Vn (*) =  J  [s2 +  î/n-1 («)] d s > n  € N *opentru orice x  e  I  — [-5 ,5 ], <5 fiind un număr suficient de mic încât șirul să fieuniform convergent pe I .  Deci

j/i (s) =  J0 s 2 + 02]d s — -
1 x  3,3 ’

V2 ( * w 0 s2 +
1 A9 S ds =  -

1 x a3  +  —
1 x 7‘ ,

6 033/3w  =  J0 s 2 + 1 fi9 S 2 1-|------ s10 ---------s14 ds =189 39691 3 1
- X J  -|----3 6i ■X7 +

2 1— - i 11 +  i 152079 595352) Determinați soluția problemei Cauchy
y = x 2 +  y ,

y (0) =  0
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folosind metoda aproximațiilor succesive.

Rezolvare: Șirul de funcții (j/n )n 6 N  , care converge către soluția problemei Cauchy

menționate, este definit de metoda aproximațiilor succesive astfel:

Vo (z) =  0
< T

yn  (z) =  f  [s2 +  T/n _i (s)] ds, n  G N*
, o

pentru orice x G I  = [—6, <5], 6 fiind un număr suficient de mic încât șirul să fie

uniform convergent pe I. Deci

Presupunem că, pentru un n € N, n > 1, avem
1 „ 7 1 + 2 ^

(n +  2)! J

ceea ce arată că formula

yn  (rr) =  2! ( + ^ T4 + ■ • • + 1
(n + 2)!

este valabilă pentru orice n G N*. Rezultă

y(x) =  limyn (i:) =  2! [ i x 3 +  ^-T4 + -- + - — L —T
n +2 +  .. .

\d! 4! [n + 2)!
= 2! (e 1  -  1 -  x -  = 2ex  -  2 -  2x -  x 2

Deci soluția problemei Cauchy considerate este y — 2ex  — 2 -  2x — x 2 . Observăm

că soluția găsită este valabilă pentru x 6 R.

1.8 Existența și unicitatea globală a soluțiilor

DEFINIȚIA 1.8.1 Fie D c R 2 o mulțime deschisă. Spunem că funcția

f ț t , x )  : D R,
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este local lipschitziană în raport cu x dacă pentru orice mulțime compactă K  C  D

există un număr pozitiv Lk astfel încât

\ f( t ,x )  -  f  (t,y)\ <  L k |x -  y|
pentru oricare (t,x)  6 K  și (t,y) € K .

TEOREMA 1.8.1 Dacă funcția f  (t,x)  : D  —> R , unde D  C R 2 este o mulțime

deschisă, este continuă pe D  și local lipschitziană în raport cu x , atunci pentru orice

punct (to>:Eo) € D  există o vecinătate U  C R  a lui tg pe care ecuația diferențială

=  (1.47)at

admite o soluție unică

x  =  x(Ț ), t e U

care verifică condiția inițială x  (io) =  XQ.
Demonstrație. Deoarece D  este o mulțime deschisă rezultă că există douănumere pozitive a și b astfel încât

△ =  [t0 — a, tg +  a] x [r0 — b, XQ +  b] C D

Deoarece ipotezele teoremei 1.7.1 sunt îndeplinite pe △, notând
M  =  su p{|/(t,x)| | (t, r) e △}

5 =  min { a , j- și U  =  [io -  <5, to +  <5],
rezultă că există o soluție unică

x =  x  (t), t e  U

a ecuației
dx
dt

=  f ( t ,x )care verifică condiția inițială x  (to) =  XQ. H
Consecință Considerăm funcția f  : D  —» R , unde D  C  R 2 este o mulțime

g Jdeschisă. Se știe că dacă f  și —— sunt continue pe D , atunci f  este local lipschitziană
dxpe D  în raport cu x. Prin urmare, pentru orice punct (to, zo) € D  există o vecinătate

dx
U  C  R  a lui to pe care ecuația diferențială —  =  f  (t, x) admite o soluție unică

dt
x  =  x  ( t) , t e U, care verifică condiția inițială r  (to) =  XQ-
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Teorema 1.8.1 afirmă existența și unicitatea soluției problemei Cauchy într-o

vecinătate a punctului io, adică existența și unicitatea locală a soluției problemei

Cauchy. Vom arăta acum că, în ipotezele acestei teoreme, unicitatea are caracter

global, adică dacă două soluții coincid într-un punct, atunci ele coincid pe tot

intervalul comun de definiție.

T EOREMA 1.8.2 Considerăm două soluții

x = u ( t ) , t € I  ș iy  = v ( t ) , t € I '

ale ecuației diferențiale (1.ȚȚ), definite pe intervalele I  și respectiv I ' . Dacă există

<o € I  A T astfel încât u (to) =  v  (io), atunci u (t) = v (t) pentru orice t € I  A I ' .

Demonstrație. l)Presupunem la început că I  și I ' sunt intervale deschise.

Notăm (£1,^2) =  I  O l ' . Vom arăta egalitatea celor două soluții pe [to, tȚ). Facem

observația că dacă soluțiile u și v coincid pe un interval de forma [to, r ) , cu to <

r  < t2 , atunci ele coincid și în r. Intr-adevăr, datorită continuității soluțiilor u și v,

avem

u (r) =  lim u (t) =  lim v (t) =  v (r)

Fie [to, r ] , unde to < T < t2, un interval pe care cele două soluții coincid. Din

teorema 1.8.1, care afirmă unicitatea locală, și deoarece u (r) — v ( r ) , rezultă că

există e (T) > 0, suficient de mic, astfel încât

u (t) =  v ( t ) , (V) t e [r, T + e (T)]

Deducem că soluțiile considerate coincid pe intervalul [to, T + e ( r ) ] , care include

strict pe [t0 , r ] . Așadar, reuniunea tuturor intervalelor de forma [t0 , r ] , pe care

soluțiile u și v coincid, este un interval J  pe care aceste soluții coincid. Nu se poate

ca J  să aibă forma J  =  [to, T] deoarece [to,T  +  e(T)], care include strict pe J, ar

fi un interval pe care soluțiile u și v ar coincide, deci ar fi inclus în J  și suntem

conduși la o contradicție. Rezultă că J  are forma J  = [t0 , T). Dacă am avea T  < t 2 ,

atunci, conform observației făcute la începutul demonstrației, ar rezulta că soluțiile

u și u ar coincide pe |t0 , T], deci [t0 , T] ar fi inclus în J, adică în [t0 , T), ceea ce este

imposibil. Deci singura posibilitate este T  = t2 , adică soluțiile u și v coincid pe

[to, t2 ) , ceea ce trebuia demonstrat. Analog se demonstrează egalitatea soluțiilor pe

intervalul ( t i , to]- In concluzie rezultă egalitatea soluțiilor u și v pe I  O l'.
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2) Considerăm cazul când I  și I ' sunt intervale arbitrare, nu neapărat deschise.

Să presupunem, de exemplu, că I  O I' = (tj, £2]- După ce demonstrăm că u și

v coincid pe (£i,£2), ca în primul caz, deducem, ca în observația de la începutul

demonstrației, că

u (t2 ) =  lim u (t) =  lim v (t) =  v (ȚȚ)
t—+t2 t—

adică tocmai concluzia că soluțiile u și v coincid pe (<1,^2] =  /  C I '. ■

DEFINIȚIA 1.8.2 Soluția

x = x ( t ) , t € I

a ecuației diferențiale (1.47), se numește prelungibilă, dacă există o soluție

x = x ( t ) , t e l '

a acestei ecuații, numită prelungirea soluției x = x ( t ) , astf e i încât I  C I ' , I  I '

Și

1 (t) =  x ( t ) , (V) t € I

Observație. Dacă în definiția precedentă avem I  c  I ' și există io € I ' astfel

încât t < tQ (t > io), Vi € I, atunci soluția x = x (t)  se numește prelungibilă la

dreapta ( la stânga), iar soluția x = x (t)  se numește prelungirea la dreapta (la

stânga) a soluției x = x ( t ) .

O soluție care nu este prelungibilă (prelungibilă la dreapta, prelungibilă la

stânga) se numește saturată (saturată la dreapta, saturată la stânga).

TEOREMA 1.8.3 Intervalul de definiție al unei soluții saturate ( saturate la dreapta,

saturate la stânga) este deschis (deschis la dreapta, deschis la stânga).

Demonstrație .Intr-adevăr, să presupunem că

x = fi ( t ) , t e  (a, b]

ar fi o soluție a ecuației diferențiale (1-47), saturată la dreapta, definită pe un

interval care nu este deschis la dreapta. Din teorema 1.8.1 rezultă existența unei

soluții a acestei ecuații, de forma

z =  <!>d (t) , t 6 [b -  e,b + e]

unde e > 0 este suficient de mic, care verifică condiția

fid (&) = <t> (&)
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Din teorema 1.8.2 rezultă egalitatea soluțiilor </> și fa  pe intervalul comun de

definiție:

î> (I) =  ( t ) , (V) t € [6 -  £, t>]

Acum, x = 0 ( t ) , definită prin

0(t) =  <
</> ( t ) , t e  (a, 6]

<fa ( t ) , t e  [6, b +  e]

este, evident, o prelungire la dreapta a soluției x — <j> ( t ) , ceea ce contrazice faptul

că <}> este saturată la dreapta. M

T EOREMA 1.8.4 Soluția

x  =  x ( t ) , t e  [to,ti)

a ecuației diferențiale (1Ț7) este prelungibilă la dreapta dacă și numai dacă graficul

său

Gx  = { ( t,r(t))  | t e [io, ti)}

este inclus într-o submulțime compactă a lui D.

Demonstrație. Presupunem că soluția considerată este prelungibilă la dreapta

și fie

x =  î ( t ) , t e  [io, ti +e]

unde e > 0 este un număr suficient de mic, o soluție a ecuației diferențiale (1.47)

astfel încât

x (t) =  x ( t ) , t e  [io, ti)

Rezultă că există

fim x (t) — hm x (t) = x ( t j

ceea ce înseamnă că funcția x se poate prelungi prin continuitate la intervalul [to, ti].

Graficul Gx este inclus în închiderea sa

Gx = {(t,x(t)) | t e [to,ti]}

care este o mulțime compactă inclusă în D, fiind imaginea intervalului compact

[to,ti] prin funcția continuă t —» (t,x  ( t) ) .

Reciproc. Să presupunem că există o mulțime compactă K  C D care să includă

graficul soluției considerate. Rezultă că

i  (t) =  z (t0 ) +  /  f (s ,x { s ) )d s , t e [t0 ,ti)
Jto
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De aici deducem

|T (Z) i ( t ') |  < \ f  (s, x (s))| ds < M k |t -  t ' | , (V) t ,t ' e [i0 , i i )

unde

M k = sup |/ ( s ,z ) |
(s,x)6K

Rezultă de aici, conform criteriului Cauchy-Bolzano, că există lim x ( t ) , și deci

funcția x  se poate prelungi prin continuitate la intervalul [io,ii]- Vom nota această

prelungire tot cu x. Deci vom avea lim x  (t) =  x (ii). Din continuitatea lui f  și din

ipoteza Gx  C K  rezultă existența limitei

/  ( t i ,z ( t i) )  =  lim / ( t ,x ( t ) )  =  lim x ' (t) =  x' (ti -  0)t— t—

și ( t i ,z  (ti)) € K. Conform teoremei 1.8.1, există o soluție

x = i  ( t ) , t e [ti -  E, + E]

unde £ > 0 este un număr suficient de mic, a ecuației 1.47, care verifică condiția

x  (ti) =  x  ( ti). Considerăm funcția

x

î ( t )

[io, ti +  e] —> R

i ( t ) , t e  [io, ti]

x  ( t ) , t e  ( t i , ti + E]

Avem

i 'ț t i+ O )  =  £'(<i) = / ( t i , £(£])) = / ( t i ,z ( t i ) )

i ' ( t i - O )  =  x (ti -  0) =  f  ( ti ,z  (ti))

Deci derivata x' ( t j  există și este egală cu f  (ti, x  ( t j ) , deci și cu / ( t ] , z ( t i ) ) ,

adică

5' (D) =  f ( t i , x  ( t j )

Aceasta arată că x  este soluție pe întregul interval [io, ti +  e], prelungire a soluției

considerate, și teorema este demonstrată. ■

TEOREMA 1 .8 .5  Pentru orice soluție a ecuației diferențiale ( H I )  există o prelun

gire saturată unică.
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Demonstrație. Unicitatea prelungirii rezultă din teorema 1.8.2. Este suficient

să arătăm că orice soluție este prelungibilă la dreapta până la o soluție saturată la

dreapta. Fie

x = x ( t ) , t G [ti, <2]

o soluție fixată a ecuației (1-47), iar D mulțimea tuturor soluțiilor x, ale ecuației

(1.47), care prelungesc la dreapta soluția x. Mulțimea D , ordonată după relația de

incluziune a intervalelor de definiție a elementelor sale, admite o margine superioară

x = x ( t ) , t € [ti, T)

care este o soluție saturată la dreapta și care prelungește la dreapta soluția dată. ■

1.9 E xerciții

1. Arătați că y = |  + Ce~3 x , c fiind constantă, este soluția generală a ecuației

y' + iy  =  1.

2. Arătați că (y — e3 x  =  c, c fiind constantă arbitrară, reprezintă integrala

generală a ecuației y' + 3y =  1.

3. Să se arate că ecuația y' = x + y are soluția y = cex  — x  — 1, pentru orice

constantă c. Să se determine soluția care verifică condiția inițială y (ZQ) =  j/o,

unde XQ Și yo sunt numere reale.

4. Să se integreze ecuațiile diferențiale de mai jos folosind metoda aproximațiilor

succesive:

(a) y' = y, y (0) =  1; y' = x +  sin y,

(b) y' = y 2 ; y! = y 2 + l , y  (0) =  0;

5. Determinați soluția generală a ecuației Riccati cunoscînd o soluție y± a ei:

x — 1 1
(a) y' + 2xy2 - y ----- =  = 0, yj =

x z  x
(b) y' + y2 -  (sin x + cos x) y -  2 cos x = 0, y^ =  sin x + cos x;

2
(c ) y' ~ gj/2 — x—2 = 0 ,7 /1 =  Ax unde A este o constantă;

6. Să se integreze ecuațiile diferențiale de forma

lor integrale: y' =  -  , y' =  ——  y' =  - 1 -3 ,
x 2\Jx 3

y' = f  (1) și să se traseze curbele

y  = 3 X  ai
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7. Să se integreze ecuațiile diferențiale

(a) y' = 2y, y ' =  2yy,

(b) y' -  y 2 , y' = 3yl și să se traseze curbele lor integrale;

8. Să se integreze ecuațiile diferențiale:

(a) x [y2 -  1) dx + y (x2 - l ) d y  = 0, V i -  x 2 dy -  y / 1 -  y 2dx = 0,

(b) - j / 2d i +  V i -  x 2 dy =  0, ? x  =  —  dy  .
y/OS — X£ y/bz  — X2

9. Să se integreze ecuațiile diferențiale:

( ' / y ~ x  / [y
(a) y = — — , y = J - ,y + x y x

> [y i x  / 2 x y
(b ) y = \ -  + -> y = ~2— 2-y x y

10. Să se integreze ecuațiile diferențiale:

( >. , 1 +  2:r 1 +  2x . 2 «
(a) y — r ^ y  =  ;~2> y y = x  ;x + Xz  X + X£ X

1 'T’ 3  A.
x y* x y
1 2  1

(c) y ' --- y 2 ------ r- =  0 știind că are soluția y\ = —
3 3x2 x

(d) (x2 — y) dx + {y2 — z) dy =  0;

(e) y = 2xy' + y'2 , y = xy ' -  ^ y '2 .

11. Să se integreze ecuațiile diferențiale cu variabile separabile:

(a) i'cos2 t cot x + tan t sin2 x — 0; tx' — x + x 2 ;

(b) tx 'x  =  1 — t2 ; x' — (t + r ) 2 ;

(c) x' =  (8t + 2x + l ) 2, x' (4t + 6T  -  5) = — (2t + 3rr +  1);

(d) x 1 (4t -  2x +  3) =  -  (2t -  x ) ; x' (t2x -  x) + tx 2 + t =  0.

12. Să se integreze ecuațiile diferențiale omogene sau reductibile la acestea:

(a) tx ' = x — t-, tx ' = — (t + x ) ;

(b) t2x' = x ( t  — x ) ; 2txx' — t2 + x 2 ;

(c) (2y/tx — t'jx ' — —x\ tx ' = x + y/t2 + x 2 ;

(d) (4x2 +  Htx + t2 ) x' = -  ( i 2 + 3 ti + 4t2 ) ; 2txx' = 3x2 -  t2 .
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13. Să se integreze ecuațiile diferențiale liniare sau reductibile la acestea:

(a) tx 1 = x + tx\ tx' = — 2x + t4 ;

(b) tx ' = - x  + e‘; (a:2 -  3t2 ) x' + 2tx — 0;

(c) tx' = —x — tx 2 -, 2txx' = x 2 — t;

(d) (2t — t2 x) x' = — x- tx ' = — 2x (1 — t x ) .

14. Să se integreze ecuațiile diferențiale exacte sau reductibile prin metoda fac

torului integrant:

(a) (t + 2x) x' + 1 + x =  0; 2tx' + t2 + 2x + 2t =  0;

(b) (3t2z — z 2 ) x' — t2 +  3tz2 — 2 =  0; (t2x + x 3 + t) x' — t3 +  tx 2 + x  =  0;

(c) (z2 — 3t2) x' + 2tx = 0; 2txx' — (t + z 2) =  0;

(d) tx ' — x (1 +  tx) =  0; t (z3 +  In t) x' + x =  0;

15. Să se integreze ecuațiile diferențiale de tip Lagrange sau Clairaut:

(a) x =  | t z '  +  x ' 3 ; x = x ' + \ / l  — x ' 2 ;

(b) x =  (1 +  x') t + x' 2 ; x = — (2t + x ') ;

(c) z — tx' + x' 2 ; z — tx ' +  z';

(d) z =  tx ' + y/1 + x' 2 ; x = tx' + — .
x'
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C apito lu l 2

Sistem e diferențiale de

ordinul întâi

2.1 Definiții

DEFINIȚIA 2.1.1 Se numește sistem. diferențial de ordinul întâi, cu n funcții ne

cunoscute (n € N * ), un sistem de relații de forma

Fi ( x ,y i ,  •

................

dyi
ax

dyn >
’ dx y =  0

Fn  ( x ,y l t  • dyi
ax

^Vn
dx J =  0

(2-1)

în care Fi : D C R 2 n + 1  —> R, pentru 1 < i < n, sunt funcții date, și:

1) fiecare dintre variabilele , • • •, —7- apare efectiv în cel puțin una din relațiiledx dx
(2.1);

2) fiecare dintre funcțiile Fi depinde efectiv de cel puțin una dintre variabilele
dyi dyn
dx ’ ’ dx ’ '
3)se cere determinarea funcțiilor de forma

(</>!,.. : I  C R  —> R n (2.2)

astfel încât

Fi (x , fi1 (x ) ,- - - ,f in ( x ) , ^ ( x ) , - - - , ^  (x)}  =  0
\ ax ax )

, (V) x € I. (2-3)

49
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



50 CAPITOLUL 2. SISTEME DIFERENȚIALE DE ORDINUL ÎNTÂI

O funcție de forma (2.2) cu proprietatea (2.3), se numește soluție pe I  a sistemului

diferențial (2.1).

Exemplu Sistemul diferențial

x  + y-[ • V2 + • 2/3 -  x 3 -  3x -  1 =  0

' y'i +  2/2 +  2/3 +  x  ’ 2/1 “  x 2  “  2 x  ~  3  =  0

2/2 “  x  ' 2/3 +  2/2 ' 2/3 +  2 x 2  “  5 x  =  0

admite soluția (fa, fa, fa) > unde

fa : R  —» R, 1 < i < 3, și

fa (i) =  x, fa  (x) = x 2 , fa  (x) = 2x +  1, x E R

deoarece înlocuind

2/1 =  fa  (x ) =  x ,

2/2 =  02 (x) = x 2 ,

2/3 =  fa  (x ) = 2 i + 1 și

yi =  i> 2/2 =  2 x > 2/3 =  2 >

în sistem, se obțin egalități adevărate.

Observații.

1. Se spune că relațiile (2.1) definesc forma generală a unui sistem diferențial

de ordinul întâi. Sistemul diferențial mai este numit și sistem de ecuații

diferențiale.

2. Literele y, desemnează funcțiile necunoscute ale sistemului diferențial, iar

litera x desemnează variabila independentă a acestor funcții. în locul ex-
dyipresiei —— se folosește adesea expresia y',. Funcțiile necunoscute și variabila
dx

independentă pot fi desemnate prin orice fel de simboluri, dacă nu se crează

confuzii.

3. Spunem că sistemul diferențial

- ^ = / l ( x ,2 /l,---,2/n)

02/n f  ,
(2-4)
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2.2. PROBLEMA CAUCHY 51

unde f i  : E  C R n + 1  —» R, pentru 1 < i < n, este dat sub forma normală,

sau că relațiile (2.4) reprezintă forma normală a unui sistem diferențial de

ordinul întâi, GU n  funcții necunoscute. Dacă funcțiile / i , • • •, f n  nu depind de

x, atunci sistemul (2.4) se numește autonom.

4. Determinarea soluțiilor unui sistem diferențial este un proces numit rezolvarea

(sau integrarea) sistemului diferențial respectiv. Mulțimea de definiție a

soluției se determină, de regulă, odată cu soluția.

DEFINIȚIA 2.1.2 Fie ( 0 i ,•••, 0n ) : I  R n  o soluție a sistemului diferențial (2.1).

Curba y  C R n , definită parametric prin

2/1 =  01 (z)

7 : , x  e I,

Vn — f ’n

se numește traiectorie a acestui sistem diferențial. Curba T C E  definită prin

r  =  {(z, 0i ( z ) , • • •, 0n  (z) I x G 1}

se numește curbă integrală a sistemului diferențial.

Observație Soluția (0 i ,•••, 0n ) : I  —> R n  se poate indica sub forma

3/1 =  01 (z) , ■ • • , J/n  =  0n  (z) , X G I

Uneori această soluție se indică sub forma

y =  (0i f a ) , . . .  ,0 n  (z )) , x  e I

sau sub forma
01 (z)

y(x) = , x G I

0n (l)

2.2 Problema Cauchy

O problemă concretă importantă și frecvent întâlnită este problema care constă

în determinarea unei curbe integrale (unei traiectorii) a unui sistem diferențial de

ordinul întâi, care trece printr-un punct dat. Mai precis, problema Cauchy pentru

sistemul diferențial (2.1) constă în determinarea unei soluții a acestui sistem,

2/1 =  01 (1) , • • • , Vn =  0n (z) , X G I,
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52 CAPITOLUL 2. SISTEME DIFERENȚIALE DE ORDINUL ÎNTÂI

care să verifice condițiile

01 ( z 0 ) =  V10, • ■ • , 0n  ( z 0 ) =  1/nO, (2-5)

unde XQ G I  și yio, ■ • •, yn o € R  sunt numere date. Condițiile (2.5) se numesc condiții

inițiale sau condiții Cauchy. Problema Cauchy descrisă mai sus se menționează prin:

"problema Cauchy (2.1)+(2.5)” sau

problemaCauchy:
X ,y i,- • ■ ,Vn

„ (  dpi
Fi [ x ,y ! ,  - ,y n , - j - ,\ dx

dyi
’ dx ’

yi (zo) =  yio, • • • , Vn (zo) =  J/nO,

în care se specifică sistemul diferențial și condițiile inițiale.

2.3 Soluții

2.3.1 Solu ție  generală

DEFINIȚIA 2 .3 .1  Se numește soluție generală a sistemului diferențial (2. f ), în mulțimea

E' C  E, o mulțime S  de soluții ale acestui sistem cu proprietatea că pentru fiecare

punct (ZQ, J/io, • • • ,2/no) G E' există o singură soluție ( 0 i , . . . ,  </>n ) €  S, care să veri

fice condițiile inițiale

01 (ZQ) 3/101 • ■ • > 0 n  (ZQ) — J/nO

E xem plu Se verifică ușor că sistemul diferențial

dyi , dy2~T~ +  -y----- î/i -  3/2 =  0dx dx
~dy2 dy-i
3 - ----- 3 -— +  y2 -  5yi =  0dx dx

admite soluția generală

{yi = cTex  +  c2 e x , y2 = 2c1eT -  c2 e x } , x & R

unde Ci și c2 sunt numere reale arbitrare.

2.3.2 Solu ție  particulară

DEFINIȚIA 2 .3 .2  O soluție a unui sistem diferențial, care aparține unei soluții gen

erale a acelui sistem se numește soluție particulară.
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Exemplu. Pentru sistemul diferențial

dyi , dy2—  y-L -y 2 = 0dx dx
-d y 2 „dy-L3—-----3—----- \-y2 -  5j/i =  Oax ax

soluția generală este

{yi =  Cie1 +  C2 e x , y2 = 2c1eI  -  c2 e x } , x € R

Luînd Ci — 2 și c2 — — 5 se obține o soluție particulară

j/i =  2ex  -  5e x , y2 = 4ex  +  5e x , x  e  R

2.3.3 Integrala unui sistem diferențial

DEFINIȚIA 2.3.3 Un sistem de relații de forma

Gi (x ,y l t - • • ,yn ) =  0

< •

unde Gi : E  C R n + 1  —> R, pentru 1 < i < n, este numit integrală (soluție definită

implicit) a sistemului diferențial (2.1), dacă el definește implicit pe yi, ■■■ ,yn  ca

funcții de x, pe o mulțime I  C R, și setul {j/i, • • •, yn } format din aceste funcții este

soluție pe I  a sistemului diferențial (2.1).

DEFINIȚIA 2.3.4 Prin integrală generală a sistemului (2.1) se înțelege un sistem de

relații de forma

Gi (x ,y l t - • ■ ,yn ) =  C!

< i , (2-6)

G-n (x, y-y, ■ * •, yn) — en

unde Gi : E  C R n + 1  —» R, pentru 1 < i < n, cu proprietatea că pentru fiecare

(x0 , 2/IO, • • ■, 2/no) 6 E, sistemul

Gi (1,2/1, • ■■ ,y n ) = cio

<

Gn ( l ,  yi, ‘ , 2/n) — CnO

unde Cio = Gi (io,2/io> • ■ • ,2/no), pentru 1 < i < n, definește implicit pe yi, - ■ ■ ,y n

ca funcții de x, pe o vecinătate IQ C R a lui XQ, iar setul (i/i, • ■ ■, j/n } format din

aceste funcții este soluție pe IQ a sistemului diferențial (2.1).
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O b serv a ție . Dacă notăm prin

yi =  2/1 (z> cio, ■ • • ,cn 0 )

< , X € Io

Vn — Vn (x, Cio, , ^no)

soluția definită de sistemul

G-i (M I >- • ■ ,yn ) = cio

< •

Gn (̂ T, 2/11 ' ' ' > 2/n) — CnO

atunci ea verifică condițiile inițiale

2/1 (*0, Cio, • • • , Cno) =  2/10

< •

2/n (lO, ^10i i ^no) — ynO

2.4 Forma vectorială a unui sistem  diferențial

1) Fie

F = (F j, • • •, Fn ) : D  C R 2 n + 1  ->• R n

o funcție vectorială cu componentele Fi, 1 < i < n. Vom nota

. dy (d y x dyn \
dx J

Considerăm că relația
r (  dyF \ x , y , —

\ dx = 0 (2-7)

unde 0 este vectorul nul al spațiului R n , este echivalentă cu sistemul de relații

z? (  d yiFi \ x ,y i , - - - ,y n , — ,\ dx

dyi
x ,y i,-  ■ ■ ,y n , - j - ,dx

adică cu sistemul diferențial (2.1). Rezultă că un sistem diferențial de ordinul întâi

are forma unei ecuații diferențiale de ordinul întâi, pe care o vom numi ecuație

diferențială vectorială de ordinul întâi.

2) Fie f  =  ( /i, • • •, f n ) : E  c  R n + 1  —> R n , o funcție vectorială cu componentele

/i, 1 < i < n. Cu notațiile de la punctul precedent deducem ușor că relația vectorială

dy
dx = f (x ,y ) (2-8)
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este echivalentă cu sistemul diferențial normal

dyi , , .

< ■_
d Vn f  ,

= fn  ■ ■ ,yn)ax

3) O soluție a sistemului diferențial (2.7), sau (2.8), de forma

yi = ( z ) , ■ • •, yn  = <t>n ( x ) , x e I,

va fi reprezentată vectorial sub forma

y =  (01 ( x ) , • • • , </>n (*)), x  e I

4) Condițiile inițiale (2.5) se exprimă sub forma vectorială

y (zo) =  yo

unde x0 e I  și y0 = (î/io, • • •, yn o) € R n  •

Observație. In cazul n =  1, sistemele diferențiale de ordinul întâi devin ecuații

diferențiale de ordinul întâi. Rezultatele obținute în legătură cu soluțiile și problema

Cauchy pentru sisteme diferențiale de ordinul întâi se transpun în cazul ecuațiilor

diferențiale de ordinul întâi.

2.5 E xistența și unicitatea soluțiilor

2.5.1 C azu l g e n e ra l

Fie io, T/io, • ■ ■, VnQ numere reale date, a, t>i, ■ ■ ■, bn  numere reale pozitive date,

U = [ZQ -  x o + a ] , Ji = [y»o ~ bi, yio + bi] , 1 < i < n,

A =  U x Ji x • • • x Jn ,

iar Ț  : △ —» R, 1 < i < n, funcții date. Mulțimea A este numită paralelipiped

închis cu centrul în punctul (zo> J/io, • • •, ÎMo) de laturi 2a, 2t»i, • • •, 2bn .Considerăm

sistemul diferențial normal, (2.4),

ax
,yn )

< •
dt/n r ( \-ajx-  = f n & y i , - -  ,y n )
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56 CAPITOLUL 2. SISTEME DIFERENȚIALE DE ORDINUL ÎNTÂI

și condițiile Cauchy, (2.5),

yi (io) =  yio, • • • • yn  (xo) =  yn o

Vom prezenta în continuare o teoremă de existență și unicitate a soluției problemei

Cauchy.

T EOREMA 2.5.1 Dacă

1. funcțiile f i ,  - ■ ■ , f n  sunt continue pe △;

2. funcțiile f i ,- -  - , f n  'verifică condițiile lui Lipschitz pe △, adică există numerele

pozitive A j, 1 < j : < n, astfel încât

n

\ f i ( x ,Y i ,- • • ,y n ) - •  • ,yn )l < 5 2 ^ '  IX) - y j \
>=i

pentru 1 < i < n, și orice (i,Y i, • ■ • ,Yn ) și (x ,y i, ■ ■ • ,yn ) din △, atunci

problema Cauchy (2.4,2.5) are o soluție unică pe intervalul [XQ — h,XQ + fi],

unde ,
h =  min fa , , (2.9)

[ M  M  J v '

iar

M = m a x  sup \fa (x, y l t  • • • ,yn )| (2-10)

Demonstrație. Vom arăta că problema Cauchy din enunțul teoremei se reduce

la un sistem de ecuații integrale. Fie

{j/i =  J/I (z) , • ■ • ,y n  = yn  (x)} , x & I

o soluție a problemei Cauchy menționate, unde I  este un interval anumit de numere

reale, care conține pe TQ. Rezultă că yi este derivabilă pe I, și

dyi (x) _  f  /  dy-i (x) dyn  (x)
dx 1 \  ’ dx ’ ’ dx J

pentru orice x  e I  și pentru 1 < i < n. Integrând între XQ și x rezultă că

dyn (s)
dx

ds, (2-12)

Reciproc, dacă yi ( r ) , 1 < i < n, sunt niște funcții continue care verifică relațiile

(2.12) pe I , atunci deducem că ele sunt derivabile pe I  și, derivând, rezultă

dyi (x)
dx

dyi (x) dyn  (z)
dx ’ ' dx
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pentru orice x € I  și pentru 1 < i <  n. Deasemenea, înlocuind x  cu TQ în aceleașirelații (2.12), rezultă ŷ  (XQ) =  Vio, pentru 1 < i <  n. Deci, problema Cauchy dinenunț se reduce la sistemul de relații (2.12), numit sistem de ecuații integrale.Vom construi, în continuare, o soluție a sistemului de ecuații integrale (2.12),folosind metoda aproximațiilor succesive. Vom considera că I  =  [XQ — h, X Q  +  h] esteintervalul din enunțul teoremei. Considerăm niște funcții continue arbitrare

a i- .I^ R

pentru 1 <  i <  n, astfel încât
( x ,^  ( x ) , • • •, a n  (x)) G △

pentru orice x  G I ,  pe care le vom numi aproximațiile de ordinul 0 ale componentelorsoluției (y i, • • •, yn ) căutate. Putem lua, de exemplu, funcțiile constante definiteprin
ai (x) =  y i 0 , (V) x  G I ,pentru 1 <  i <  n. Rezultă că au sens integralele

[  f i ( s ,a i  (s) , • • •, a n  (s)) ds
J XQpentru orice x G / ș i l < i < n .  Deci putem defini funcțiile

!/ • :/ - »  R , y j  (z) =  y i0  +  / f i  (s, cu (s) , • • •, (s)) ds
J XQpentru orice x G Î ș i l < i < n ,  numite aproximațiile de ordinul 1 ale componentelorsoluției (yi, • • • ,y n ) căutate. Din relațiile de definiție rezultă că funcțiile yț suntderivabile pe I  și yj (XQ) =  y;o pentru 1 < i <  n.Deoarece

(s)) ds

\ fi( s ,a i  ( s ) , ■ ■ ■ ,a n  (s))|ds <  M  |x -  xo| < M h  < bi

rezultă că M  ( z ) ,- -- ,y ^ (x ) )  G △pentru orice x  G I .  Deducem că au sens integralele
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pentru orice x E l  și l < i < n .  Putem deci defini funcțiile
y l : I  -» R , Vi W  =  Vio +  [  fi (s, y} (s) , • • •, y\ (s)) ds

J  XQpentru orice x G / ș i l < i < n ,  numite aproximațiile de ordinul 2 ale componentelorsoluției (2/1, ■ ■ ■ j J/n) căutate. Din relațiile de definiție rezultă că funcțiile y 2 suntderivabile pe I  și y 2 (XQ) =  J/iO> pentru 1 < i <  n. Urmând aceeași cale ca în pasulanterior, deducem că (ar,3/i (a:), - •, (a;)) e  △
pentru orice x  G I .  Putem construi în același mod aproximațiile de ordinul 3 ,4 ,...ale componentelor soluției (j/i, • ■ • ,y n ) căutate. In general, aproximațiile de ordinul
p, (p G N *), se definesc cu ajutorul aproximațiilor de ordinul p -  1, prin: / ->  R , i/f (i) =  2/iO +  /  f i  (s) ,• • ■ (s)} ds (2.13)

Jxo ' 'pentru orice x G / ș i l < i < n .  Se verifică ușor că y f  sunt derivabile pe I  și
y? (XQ) =  2/ÎO, pentru 1 <  i <  n. Deasemenea rezultă că

(x) ,• ■ • ,j/P (x)) G △
pentru orice x G I .Am obținut astfel șirurile
și vom demonstra că ele sunt uniform convergente pe I .  Pentru a demonstra convergențauniformă a șirului (yf)p vom considera seria ajutătoare

a i (*) +  (yl (x ) ~  m  (*)) +  (y? (*) -- y l W )  +  ■ ■ ■ (2.14)
Suma parțială de ordinul p + 1 a acestei serii este tocmai y? (x ) , deci convergența seriei este echivalentă cu convergența șirului (y? (x)). Folosind condițiile lui Lipschitzobținem

Vi (x ) -  yPi ~ x (*) ==  c  [fi ( s > 1/1” 1 (s)' • • • > y ^ 1 («)) -  f i  (s , y ^ -2 ( s ) , • • •, yP~2 (s)}] ds

Trecând la valoarea absolută și ținând cont de condiția lui Lipschitz, obținem
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



2.5. EXISTENȚA ȘI UNICITATEA SOLUȚIILOR 59

Pentru p — 2, avem

Funcțiile yj -  aj sunt mărginite deoarece sunt continue pe I. Fie K  > 0 astfel încât

( i)  -  aj (z)| < K

pentru orice x € / ș i l < j < n .  Deducem că

\yl (z) -  yl (z)| < K A  |I  -  sol

pentru orice x e / ș i l < i < n ,  unde am notat A  =  >li H------ 1- A n .

Vom demonstra acum că

(2-16)

pentru orice x G 1,1 < i < n și p € N, p > 2. Folosim metoda inducției matematice.

Pentru p =  2 inegalitatea este demonstrată mai sus. Presupunem că inegalitatea

este adevărată pentru un număr natural p — 1 > 2. Deci

I P — 1 ( \  p —2 z \  I TS a p —2 1$ * o |\yip ( * ) ~ y p  (X)\< K A P

pentru orice x € I , 1 < i < n. Vom arăta că inegalitatea este adevărată și pentru

numărul p. Din inegalitatea (2.15) avem

pentru orice x € I, 1 < i < n, ceea ce trebuia demonstrat.

Conform criteriului lui Weierstrass, seria

este uniform convergentă pe I, deoarece este majorată pe I  de seria de numere

pozitive convergentă

1E K A P ~

P=1
( p -  1)!

= K  exp (Ah)

Din inegalitatea (2.16), demonstrată mai sus, rezultă că și seria

&i (x) + (?/i (x) - a i  (s)) +  (y? (x) -  yj (x)) + • ■ •
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este uniform convergentă pe I ,  și prin urmare șirul (yf (z)) este uniform convergentpe I .Notând 7/1 (z) =  lim p—»o(oz ) , • • •, yn  (zp)— »=co lim y? (z)pentru orice z  € I  , vom demonstra că
{2/1 =  2/i (;r ).---,?/n = 2 /n (z)} ) x  G I

este soluția unică din enunțul teoremei. Din convergența uniformă a șirurilor(yf (z)) pe I  și din continuitatea funcțiilor y? pe I ,  rezultă continuitatea funcțiilor
yi pe I .  Vom trece la limită, făcând p —> oo, în relațiile (2.13). Mai întâi, din

\Vi (z) -î/io| <  bivalabilă pentru orice z g Z ș i l < î < n ,  obținem, pentru p  —> oo,
\Vi — 3/»o| <  biceea ce înseamnă că (z,?/i ( z ) , • • ■ ,y n  (z)) e △pentru orice z  € I .  Pe de altă parte, avem

| £ 0 f i  (s > 2/1 (s ) > • • '. 2/n (s )) d s  ~ C  f i  (s > Vi (s) . ' ' '  > («)) =
=  J Z  [A (s > 2/1 (s) , • • •, yn  («)) -  fi (s, Vi (s) , • • •, yP (s))] ds <

< f Z  \fi (s, yi (s) , ■ ■ ■, yn  (s)) -  Ț  (s, T/P (s) , ■ • •, 7/P (s))| ds<  £  A  |/xo \ŷ  (s ) “  (s )l d s \
j= l 1 1Deci

| £ 0 f i  (s, 2/i (s) , • • •, 2/n (s)) ds -  f Xo /i (s, yf (s) , ■ • ■, y? (s)) ds| << E  A i IjLTo \yj (s ) -  y jp (f i)l d s |
i=i 1 1Din convergența uniformă a șirului (yj) către yj t  pe I ,  rezultă că pentru orice e >  0există un număr natural N  astfel încât

M a O - î / j  (*)| <
pentru orice z e I ,  1 < j  <  n  și p >  N . Din inegalitatea (2.17) deducem

| £ 0 f i  (s, yi (s) , • • ■ , yn (s)) ds -  Ț  (s, y-P (S ) , • • ■ , yPn  (S )) ds\ <^ ^ . A l z - z o ^ s
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pentru p > N  și 1 < i < n, ceea ce înseamnă că

lim [  f i ( s ,y ț(s ) , --,y? (s'))ds=  [  f i (s,y 1 (s) ,■ ■ ■ ,y n (sy)ds
pr  —>OQ JI  IO IJ ZQ

pentru fiecare x  6 I, și 1 < i < n, adică, ținând cont de relațiile (2.13),

Vi (x) =  yio +  /  /» (s ,3 /i(s),---,i/n (s))ds
Jx0

pentru fiecare x & I, și 1 < z < n. Am demonstrat că

{yi = y i( x )  ,■ ■ ■ ,y n  = yn (x)} , x & I

este soluția sistemului de ecuații integrale (2.12), adică soluția problemei Cauchy

considerate.

Vom arăta că soluția sistemului de ecuații integrale (2.12), obținută mai sus, nu

depinde de aproximațiile de ordinul 0, adică de a i , • ■ •, a n . Alegem ca aproximații de

ordinul 0 funcțiile continue /?i, ■ • - ,Ș n . Suntem conduși la următoarele aproximații

succesive

V? : I  -  R , Yt1 (x) = y i 0 + [  fi M  (s ) , • • • ,/?n (s)) ds
J X Q

Și
Y? : I  R , Y?(x) = y i 0 + [  f  (s, Y ^ 1 ( s ) , • • •, YȚ"1 (s)) ds

J X Q  '  '

pentru orice x € I, 1 < i < n și p € N , p > 2. Se deduce, ca și în cazul precedent,

că șirurile de funcții ȚY?) sunt uniform convergente pe I  și

{Y1 = Y 1 (z ) ,--- ,Y n  =  Yn (z)}, x & I

este o soluție a sistemului de ecuații integrale (2.12). Ținând cont de definițiile

funcțiilor y? și Y?  avem

V  (z) -  Vi (?) =

=  C  [fi (s ’ 01 (s ) > • • • > Ai (s)) -  fi (s, a j ( s ) , • • ■, a n  (s))] ds

Y? (*) -  Vi (*) =
= fx 0 [fi ( S - ^l”” 1 (S ) > • • • ’ Y n - 1  (S )) -  fi ( S > y V 1 («)>■■•, y tT 1 («))] ds

Ținând cont de inegalitățile lui Lipschitz, obținem

| V  (x) -  Vi (z)| < E  A k |JX \0k (s) -  Qfc (s)l ds|
k=l 1 1

IV  (z) -  y? (z)| < E  A k  |/;o |Y iT 1 (S) -  y ^ 1 (3) | ds\
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pentru orice x & I, 1 < i < n  și p G N , p > 2. Funcțiile (3k  (x) -  «fc (z) sunt

mărginite deoarece sunt continue pe intervalul închis I. Fie K ' un majorant pentru

{\(3k (z) -  a k (z)| | x  G I , 1 < k < n}

Din inegalitățile precedente obținem

\Y? (x) -  y? (z)| < K 'A ^ X ~ ^ P < K ' A ^

pentru l < i < n ș i p E N * .  Făcând p —» oo, obținem

lim Y? (x) = lim y? (x)p—*oo p—*oo

adică

Yi (z) =  yi (z)

pentru orice x G I , 1 < i  < n , ceea ce trebuia demonstrat.

Vom arăta, în fine, unicitatea soluției obținute. Să presupunem că în afară de

soluția obținută prin metoda aproximațiilor succesive, sistemul de ecuații integrale

(2.12) are și soluția

{zi =  zA (x ), • • •, zn  = zn  (x)} , x G I

Deci

Zi (z) =  yio + / fi («, Zi ( s ) , • • ■, Zn  (s)) ds
Jxo

In continuare aplicăm metoda aproximațiilor succesive luând ca aproximații de or

dinul 0 funcțiile zi, • • •, zn . Aproximațiile de ordinul întâi sunt date de relațiile

y] (z) =  yio + / A (s, Zi ( s ) , • • ■, zn  (s)) ds
J Zo

Din relațiile precedente rezultă, evident, y] (x) = Zi (x ) , pentru orice x G I  și

1 .< 2 < n. In mod analog rezultă că aproximațiile de ordinul doi sunt yj (x) =  ẑ  (x ) ,

pentru orice x G / ș i l < i < n .  Prin inducție matemetică se deduce că aproximațiile

de ordinul p, oricare ar fi p G N*, sunt y? (x) =  zt (x ) , pentru orice x G I  și

1 < i < T I. Deci

yi (x) =  lim y7? (x) =  ẑ  (x)p—»oo

pentru orice x G / ș i l < 2 < n ,  ceea ce arată unicitatea soluției sistemului de ecuații

integrale (2.12), deci unicitatea soluției problemei Cauchy din enunțul teoremei. ■
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2.5 .2  P relun girea  so luțieiSoluția {î/l =  2/1 (z) , • • • , Vn =  y-n (z)} , X e  I ,construită în ipotezele teoremei Cauchy-Lipschitz este definită doar pe intervalul
I  =  [XQ — h, 2?o +  fi], unde numărul h € (0, a] este bine determinat. Dacă h. <  a,atunci se poate pune problema prelungirii soluției. Notăm

ZQ — Zo d“ fi, ViO — 2/i(zo)
pentru 1 <  i <  n. Dacă (xQ,yio, - ■ ■ ,y n o) este punct interior paralelipipedului △atunci există un paralelipiped închis A  C  A , cu centrul în punctul (io , î/io, • ■ •, yn o)de laturi 2ă, 2bi, ■ - •, 2bn  convenabil alese, strict pozitive. în A  sunt îndepliniteipotezele teoremei Cauchy-Lipschitz. Prin urmare există o soluție unică de forma

{2/1 =  2/i ( z ) , • • •, yn =  yn  ( z ) } , x  e  I ,

unde î  =  [IQ  +  fi — e, +  fi +  e]) pentru e >  0 bine determinat, care verificăcondițiile inițiale
yi (io) =  2/10, • • •, yn (io) =  ynoPe intervalul J  =  IO  î  =  [XQ +  h — € ,XQ +  h] sistemul diferențial are două soluții:

{2/1 =  2/1 ( z ) , • • • >yn  =  yn  ( z ) } , x  e  J

Și {2/1 =  2/1 (z) , • ■ • , 2/n =  2/n (z)} , Z e Jcare verifică aceleași condiții inițiale în .TQ :

2/1 (io) =  y i (zo) =  2/io>■■■,y n (zo) =  yn (io) =  yno
Datorită unicității soluțiilor rezultă egalitatea lor pe J .Putem considera funcțiile

yi : [TQ — FI, ZQ +  FI +  E] —> R
Vi (z) =  < yi (rc), x  e  [zo -  fi, zo +  fi]

yi (1), x  € [x0 +  h, XQ +  fi -I- E]pentru 1 <  i <  n, care definesc soluția
{2/1 — yi ( 0̂ j * * ■, yn — yn (•£)} i % £])
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unică pe intervalul [XQ -  h, XQ +  h +  E] și care verifică condițiile inițiale
yi (zo) =  2/10, ■■■ ,y-n. (^o) =  y n 0Evident, soluția{yi =  Vi ( z ) , • ■ • ,!/n =  Vn (z)} , € [x0 -  h ,x 0 +  h +  E] ,este o prelungire a soluției{î/i =  yi ( z ) , • • • > yn  =  Vn (x)} ,  x e [io -  h, x 0 +  fi]în mod analog, dacă (j/i (xo — fi) , • • •, yn  (^o — fi)) este punct interior paralelipipedului △ , atunci putem prelungi soluția construită în teorema Cauchy-Lipschitzpe un interval de forma [xo — fi — 7], XQ +  fi], unde r) >  0 este bine determinat. Dacăambele puncte, (ju (XQ +  FI) , • • •, yn  (zo +  fi)) și (î/i (io -  h ) , • • ■, yn  (x0 -  fi)) , suntpuncte interioare paralelipipedului A , atunci soluția construită în teorema Cauchy-Lipschitz se poate prelungi pe un interval de forma ]XQ — FI — rj, XQ +  fi +  s ] , undes >  0 și r) > 0 sunt bine determinate.Procedeul descris mai sus se poate aplica până când condițiile de prelungire nuse mai îndeplinesc. Se ajunge la o soluție, a problemei Cauchy considerate, care numai poate fi prelungită. Această soluție este numită saturată.

2.5.3 R egu laritatea  soluțiilorConsiderăm sistemul diferențial de ordinul întâi, sub forma vectorială (2.8),
unde f  : E  C R n + 1  —> R n .T E O R E M A  2.5.2 Dacă f  € C k  (E) și y : I  c  R  —> R n  este o soluție a sistemului

(2.8) pe intervalul I ,  atunci y G C fc+1 (/).
dy (x}Demonstrație. Din — —  =  / ( x ,y ( x ) ) , pentru orice x G I ,  din ipoteza căax

f  € C k (E) și din proprietățile compunerii funcțiilor derivabile rezultă că y €C fc+1 (Z). ■
O bservație. Dacă f  are derivate parțiale de orice ordin atunci și y are derivatede orice ordin. Intr-adevăr,

f  € (E) =  Q  C k  (E) y e p | c k  (Z) =  C °° (Z)
fceN A,eN
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2.6 S istem e d iferen ția le  liniare

2.6.1 E x isten ța  soluțiilor

Un sistem diferențial liniar cu n funcții necunoscute este un sistem diferențial de

forma

ax = a n  (z) yy + ai2 (z) 3/2 +  • ■ • + oin (z) yn  + ii (x)

< : (2.18)

= ani (x) 2/1 +  an 2 (z) 2/2 +  • • • +  an n  (z) yn  + ln  (z)

unde funcțiile : [a, b] —> R,1 < i , j  < n, se numesc coeficienții sistemului, iar

funcțiile : [a, b] —> R, 1 < i < n, se numesc termenii liberi ai sistemului.

O bservație

1. Sistemul diferențial liniar (2.18) este un caz particular al sistemului diferențial

normal (2.4), unde funcțiile fi sunt definite pe E  — [a, b] x R n  și sunt de forma

fi (x, 2/1, • • •, 2/n) =  a»i (x) 2/1 + ai2  (z) 2/2 +  • • • +  ai n  (z) yn  + li (z)

pentru orice (z, y^, • • •, yn ) G E  și 1 < i < n.

2. Dacă li (z) =  O, pentru orice z G [a, b] și orice 1 < i < n, adică dacă toți

termenii liberi sunt identic nuli, atunci sistemul diferențial liniar este numit

omogen. Sistemul este numit neomogen dacă nu este omogen.

3. Dacă presupunem că toate funcțiile ay  și li sunt continue pe [a, b], atunci

rezultă că toate funcțiile fi sunt continue pe E.

4. Notăm A = max sup ( z ) |. Rezultă

|/ j ( z ,y i ,- - -  ,y„) -  fi (z,i/i, • • ■ ,i/n )| =
n
52 (z) [Yj -  7/>]
J=1

din care deducem
n

l / J z . y , - - - , ^ )  -  fi (z,i/i,-- • ,2/n)| < — yj\
j=i

pentru orice (z, Yi, • • •, Yn ) , (z,i/i, • • • ,2/n) € E  și 1 < i < n, adică se

îndeplinesc condițiile lui Lipschitz.
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în urma acestor observații, putem reformula teorema 1 pentru sistemul liniar

(2.18) astfel:

TEOREMA 2.6.1 Dacă a-ij și li sunt funcții continue pe [a,b], pentru orice 1 <

i  < n  și 1 < j  < n, atunci, pentru orice XQ 6 [a, t>] și pentru orice numere

3 / 1 0 , ' ' '  ,3/nO, sistemul diferențial liniar (2.18) admite o soluție unică de forma

{ y i =  yi ( z ) , • • • ,  yn  = yn  ( z ) } ,  z  e  [a, b]

care verifică condițiile inițiale

3/1 (*o) =  J/10, ■ • • , 3/n (* 0 )  =  J/nO (2.19)

Demonstrație. Se procedează ca în cazul unui sistem oarecare. Mai întâi re

marcăm echivalența dintre problema Cauchy considerată și sistemul de ecuații in

tegrale

2/1 ( z )  =  2/io +  f a n  ( s )  î/i (« ) +  •••  +  a i n  (« ) yn  ( s )  +  h  ( s ) )  ds

< ;

2/n ( l )  =  3/n0 +  Sx0 (a " l  ( S ) ( S ) H--------- h  ( s ) ( S ) +  ( s ))  d s

Pentru rezolvarea acestui sistem de ecuații integrale folosim metoda aproximațiilor

succesive. Vom lua ca aproximații de ordinul 0 niște funcții arbitrare continue

ai : [a, b] —> R

pentru 1 < i < n. Aproximațiile de ordinul întâi sunt

Vi : [a, b] -> R
definite prin

cx  (  n  \
Vi (*) = yio + / 5 ? d s

J x o  v = i  /

pentru 1 < i < n și x G [a, 6]. Aproximațiile de un ordin oarecare p G N, p > 2,

sunt

y? : [a, b] -> R
definite prin
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pentru 1 < i < n și x  € [a, 6]. Urmează să se cerceteze convergența șirurilor

(yp  Pe n t r u  x  € [a, b] și 1 < i < n. Pentru aceasta este suficient să se

cerceteze convergența seriei

(x) + (yl (x) -  ai (z)) +  (y? (i)  -  yj (z)) +  •, •

a cărei sumă parțială de ordinul p +  1 este tocmai j/f ( i ) .

Avem

Zx îl
^ 2  a i i  (b ’ (s ) ~  a i (s )) d s  (2 ’2 °)

0 j=i
și în general

Vi (p) -  = [  y 2 a u ( s ) ( y j - 1  ~ y j~ 2 d s  (2 -2 1 )
J x ° j=i

pentru 1 < i < n , x  € [a, b] și p > 3.

Din definițiile aproximațiilor yp  rezultă că ele simt derivabile pe [a, b] și yp  (a?o) =

Vio-

Deoarece funcțiile yj — a-j, 1 < j '< < n, sunt continue pe [a, b] rezultă că ele sunt

mărginite pe [a, b]. Notăm cu K  un majorant pentru toate aceste funcții, pe [a, b].

Din (2.20) rezultă

\vi (z) -  vi (z)| < n K A  k  -  zoi

pentru 1 < i < n și x  G [a, b] .

Din (2.21) deducem, prin inducție matematică,

(z) -  J /f*  (z)| < f 0'" 1

pentru 1 < i < n , x G [a, b] și p > 3.

Deoarece

|z — 2?ol < b — a=: h

rezultă

\vi (z) -  yip J (x)|
-  (P -1 )!

pentru 1 < i < n , x G [a, b] și p > 2.

Deoarece seria numerică
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este convergentă, rezultă că seria
oo

5 2  ( y i w  ~
P=I

unde y® ai, este absolut și uniform convergentă pe [a, 6] . Din definiția convergenței

seriilor deducem că șirul sumelor sale parțiale este uniform convergent pe [a, b] , adică

șirul (yf )p e N  este uniform convergent pe [a, b], pentru fiecare 1 < i < n. în plus,

datorită convergenței uniforme, funcțiile limită, yi : [a, b] —» R,

yi (z) =  lim yf (z)p—>oo

pentru orice x G [a, b], si®it funcții continue pe [a, b]. Mai departe se demonstrează,

ca în cazul general, că:

1. Soluția sistemului (2.18), care verifică condițiile inițiale (2.19) este

{yi =  yi ( x ) , ■ • •, yn  = yn  (z)} , z G [a, b]

2. Soluția obținută nu depinde de aproximațiile de ordinul 0 alese.

3. Soluția obținută cu metoda aproximațiilor succesive este unica soluție a sis

temului (2.18) pe [a, b], care verifică condițiile inițiale (2.19).

4. Are loc evaluarea

I / \ m / M I / n Ah (nAfi)m - 1 \
\Vi W  ~Vi ( i) | < K  exp (nAh) -  1 -  — ------------—-------

\  1 • (m  — 1)' /

pentru 1 < i < n, x € [a,b], m  G N*. Deoarece

f  < (nAh)m ~1 \
hm exp (nAh) -  1 ------ -------------- ----- — = 0m—>oo \ 1! I'm. — 1)1 /

deducem că pentru orice e > 0 există m  G N* astfel încât

\yi W  - y I " M I  < e

pentru orice x G [a, b] și orice 1 < i < n. ■

Observație Dacă coeficienții și termenii liberi li t  1 < i, j  < n, ai sistemului

diferențial liniar sunt funcții continue pe un interval deschis I  = (a, (3), unde a  poate

fi —oo, iar /? poate fi +oo, atunci teorema rămâne în vigoare pe orice interval închis

[a, b] , inclus în (a, (3). Putem calcula soluția, care are date condițiile inițiale într-un
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punct XQ e I, în orice punct x  din I . Pentru aceasta alegem un interval [a, t>] inclus

în I  astfel încât acesta să conțină pe XQ și pe x, și folosim soluția corespunzătoare

intervalului [a, 6] . Dacă alegem intervalul [a', fe'] care include pe [a, 6], atunci soluția

corespunzătoare lui [a', £>'], care este o prelungire a soluției corespunzătoare lui [a, t>],

ne va conduce la aceeași valoare în x.

2.6 .2  S istem e om ogene

Considerăm sistemul diferențial omogen

—ax  =  fln (z)yi +  ai2(z)î/2 +  ■ ■ • +  a l n (z)î/n

< : (2-22)
dv
ax

= an l  (x) i/i +  an 2  (x) 1/2 H------ F an n  (x) yn

în care coeficienții sistemului sunt funcțiile continue a^- : I  —> R, I  fiind un interval

de numere reale, iar 1 < i < n, 1 < j  < n.

Pentru scurtarea scrierii vom folosi scrierea matriceală a unui sistem diferențial

liniar. Vom face următoarele notații.

1) Pentru funcțiile yi : I  —> R, 1 < i < n, vom considera funcția vectorială y, de

componente j/i, . . . ,  yn ,

: I  -  Mn>1 [R ],

Vom nota

3/1 (*)

dx —

fa yr (x) dx

fa (* )d x

2) Matricea
a n  (z) & ln  (*^)

O-nl ( ^ ) ^ n n  ( $ )
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este numită matricea coeficienților sistemului diferențial considerat.

Cu aceste notații sistemul diferențial liniar omogen considerat se scrie sub forma

ecuației matriceale

^nn

sau, pe scurt,
du . , . , . , .—  = A (x) y sau y = A țx) y
ax

O soluție pe I  a sistemului omogen, cu notațiile de mai sus, va fi o funcție de forma

01

0 = [R]

0,

care verifică relația 0' (x) =  A (x) 0 (x) pentru orice x  G I . Se spune că 0 este soluția

de componente 0 ! , . . . ,  0n  și va fi notată uneori prin (0 i , . . . ,  0n ) •

Conform teoremei (2.6.1),de existență și unicitate a soluției sistemelor diferențiale

liniare, rezultă că pentru orice XQ G I  și yo € [R], există o soluție unică a sis

temului omogen considerat,

care verifică condiția inițială y (XQ) =  yo- In particular, unica soluție care verifică

condiția inițială y (xo) =  0 € M n i l  [R] este soluția y : I  —» M n p [R] definită prin

y (x) =  0 pentru orice x € I, numită soluția nulă sau soluția banală.

TEOREMA 2.6.2 Mulțimea So, o. soluțiilor pe I  ale sistemului diferențial omogen

(2.22). este spațiu vectorial real n — dimensional.

D em onstrație. Deoarece SQ este o submulțime a mulțimii V  a tuturor funcțiilor

definite pe I  cu valori în Mn p [R] , iar V este spațiu vectorial real față de operațiile

obișnuite de adunare a două funcții și de înmulțire cu un scalar a unei funcții,

pentru a demonstra că SQ este spațiu vectorial real, (subspațiu vectorial al lui V),

este suficient să demonstrăm că Xu + pv G SQ pentru orice X,p G R și u ,v  & SQ.

Intr-adevăr, din u' (x) = A (x) u (x) și v' (x) =  A (x) v (x ), pentru orice x G I,

deducem

(Au + pv)’ (x) =  Au (x) + pv' (x) =  A>1 (x) u (x) +  pA  (x) v (x) =

= A (x) [Au (x) +  pv (x)] =  A (x) (Au + pv) (x ) , (V) x G I,
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adică Xu + yv  G SQ- Vom demonstra în continuare că Sg.este n — dimensional. Fie

XQ G I, un punct oarecare. Notăm cu

Vi
, 1 < i < n,

yh

soluția sistemului omogen, care verifică condiția inițială

( s o )

î / w  ( z o )  =

yn } ( i o )

unde Ei G M n i i [R] are toate componentele nule afară de componenta din linia i,

care este egală cu 1. Din ecuația
n

= 0; ^ . „ A e R ,
i=0

unde 0 G M n ^  [R], deducem

0

0

deci Xi =  0, pentru 1 < i < n, ceea ce înseamnă că mulțimea de soluții

este liniar independentă. Considerăm o soluție oarecare y G SQ, de componente

J/I , . . . , yn . Rezultă că

y(*o) =

y\ (-TO)

yn  (x0 )

n
= ^ y i  ( ^ o )  Ei

1=0

Funcția
n

z = ^ y i  Oo) y( î ) ,
i=0

este soluție a sistemului omogen, conform primei părți a teoremei, și verifică condiția

inițială
n  n

z  ( x 0 ) =  5 2 y i  y ( î )  =  5 2 y i  E i ^ y

i= 0  i= 0
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Deoarece y și z sunt soluții care verifică aceeași condiție inițială rezultă că ele

coincid, deci
n

y = ^ y i  (zo)yw ,
i=0

din care se deduce că { r/1), ■ • ■, y ^  } generează spațiul S Q și deci este o bază a sa. ■

Observație. Fie XQ €  I  și y soluția sistemului diferențial liniar omogen care

verifică condiția inițială y (XQ) =  0. Atunci y (x) =  0, pentru orice x  G I. Intr-

adevăr, din yi (XQ) =  0, pentru orice i, rezultă

n
y (*) =  5 2 y i  y { t) W  =  0

i=0

pentru orice x G I.

DEFINIȚIA 2.6.1 Fie .. .  , o mulțime formată din n soluții ale sistemu

lui diferențial liniar și omogen (2.22), iar . . .  , y $  componentele soluției j/W,

pentru 1 < i < n. Funcția W  : I  —> R, definită prin

W  (x) =

y[1} (*)

y™ (*)

2/I2) (*)

V2} (*)

2/n2) (z)

(x)

(*)

yn^ ( l)

pentru orice x € I, se numește wronskianul sistemului de soluții . . .  , .

T EOREMA 2.6.3 Dacă . . . ,  j/")} este o mulțime formată din n soluții ale

sistemului diferențial liniar și omogen (2.22), iar XQ £ I  este un număr oarecare,

atunci are loc relația

W  (x) = W (XQ) exp
n \
T^akk (■?) I dz
,k=l J

pentru orice x G I.

Demonstrație .Notăm componentele soluției y ^  prin .. .  , y ^ . Din ipoteză

rezultă ( y ^  (x))' =  A (x) y ^  (x ) , deci

(Vk ’ (*)) = a k i  W
j=i
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pentru orice i  € 1, 1 < i <  n și 1 < fc <  n. Ținând cont de regula de derivare a

determinanților, avem

n \

fc=i /

adică
( n  \

Y / i k k  ( z ) W )
k=l /

înmulțind în ambii membrii cu exp ( — (Z2*=i a kk (z)) dzj obținem

din care deducem că expresia W  ( i)  exp akk (z)) dzj are o valoare

independentă de x. Valoarea acestei expresii pentru x = XQ este W  (IQ ) , deci

=  W (x0 )

din care deducem

W  (rr) =  W  (TQ) exp

ceea ce trebuia demonstrat. M

Observație. Wronskianul unui set format din n soluții ale sistemului diferenți

al liniar și omogen (2.22) poate fi numai în una din situațiile: 1) nul în toate punctele

intervalului I; 2) nenul în toate punctele intervalului I.

DEFINIȚIA 2.6.2 Un set ordonat format din n soluții ale sistemului diferențial liniar

și omogen (2.22), al cărui wronskian nu se anulează, se numește set (sistem) fun

damental de soluții. Dacă { j/1) , . . . , } este un set fundamental de soluții, iar
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('} (i) (2)componentele soluției y ' '1 sunt yț , . . .  ,yn , atunci matricea

(2)y\
(n)

s/î

Y  =
„(2)
«2

(n)
y2 [R]

(2)Vn yi(i
n )

se numește matrice fundamentală de soluții.

T EOREMA 2.6.4 Dacă . • ■ , este un set fundamental de soluții ale sis

temului diferențial liniar și omogen (2.22), atunci orice soluție a acestui sistem

diferențial are forma

y = cry w  +  • • • +  cn 7/(n )

unde Ci,.. .  ,Cn sunt constante arbitrare.

Demonstrație.Vom arăta că mulțimea { j /1) , . . . , ytn )} este bază a spațiului

So . Fie y ^ \ . . .  , y ^  componentele soluției y ^ .  Deoarece S Q are dimensiunea n,

rezultă că pentru a demonstra că mulțimea , y ^ } este bază a spațiului So,

este suficient să demonstrăm că mulțimea . . .  , y ^ }  este liniar independentă.

Pentru aceasta cercetăm ecuația

ciyW  4------ 1- CnV^ = 0 ; cb . .. A  6 R

adică sistemul

cij/P’ (x) + ---- 1- cn j4n ) (x) =  0

CLV^ (z) 4------H C ny^  (x) =  0
< ; c i, . . . ,  cn  e R

cij/n ) (x) 4----- 1- cn y ^  (x) =  0

pentru orice x € I. Determinantul matricei acestui sistem algebric, liniar și omogen,

este tocmai wronskianul unui set fundamental de soluții, deci este nenul. Rezultă că

singura soluție a sistemului este: ci =  0 , . . . ,  cn  =  0, ceea ce înseamnă că mulțimea

{ j/1), . . . ,  y W } este liniar independentă. ■

O bservație. l)Expresia

y = c iy '11’ 4------ 1- cn j/(n)
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unde Ci sunt constante arbitrare, reprezintă soluția generală a sistemului diferențial

(2.22). Intr-adevăr, se știe că pentru orice ZQ 6 I  și y0 = (j/io, • • • , yn o) 6 R n , există

o soluție unică y =  (</>i, . . . ,  d>n ) , care verifică condiția inițială

V ( z 0 ) =  (01  ( z 0 ) ( r 0 ))  =  yQ

adică <f>i (io) — Vio, 1 < i  < n . Această soluție are forma y = c-iy^ + • • • + cn y ^  și

se obține determinând constantele c i, . . . ,  Cn din sistemul compatibil și determinat

C i î / i ^  ( x o) + -----F cn y[n} ( x 0 ) =  S/io

C iy ^  ( T o) H--------F c ^ y ^  ( z o )  =  2/20
< ; Ci, . . . ,  cn  e  R

Cll/n^ (zo) + ---- F Cn yț?'1 (io) =  2/n0

2) Soluția generală are forma y = Y  • c, adică

(2)2/i
„(2)
2/2

(2)2/n

unde Y  este o matrice fundamentală de soluții, iar

c i

C2
e  Mn ,i [R]

2 .6 .3  S istem e neom ogene

Considerăm sistemul diferențial liniar neomogen

'  - J— =  a n  ( z )  2/1 +  012 ( z )  2/2 +  • ■ ■ +  O ln  ( z )  2/n +  h  (x)ax
< : (2.23)

dyn”  — («E) Ui 4” <-̂ n2 (»E) J/2 “F ' ' ' 4" *^nn (^ )  ?/n (*^)ax
unde coeficienții sistemului sunt funcțiile continue : I  —> R, iar termenii liberi

ai sistemului sunt funcțiile continue R, Z fiind un interval de numere reale,

Notând
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și folosind notațiile de la punctul precedent, sistemul diferențial liniar neomogen se

scrie

y' = A (x )y  + l (x)

T EOREMA 2.6.5 Fie { j/1), • ■ ■ , un set fundamental de soluții ale sistemului
diferențial liniar și omogen (2.22), unde soluția y ^  are componentele y[l \  . . .  ,y £ \

iar funcțiile Ci : I  —> R, pentru 1 < i < n, astfel încât să verifice relațiile

ci (x) y i1} (x) +  • • • +  (x) (x) =  h (x)

< (2.24)

c'l (x) yn ’ (x) +  • • • +  <  (x) (x) =  ln  (x)

pentru orice x € I . In aceste condiții, funcția

Vpart = <AyW  d-----+  CnyW

definită pe I, este soluție pentru sistemul diferențial neomogen (2.23).

D em onstrație. Avem

( y ^  (x)) =  A  (x) y ^  (x ),
n

*(*) = Y A ^ y ' 11 (* )1

i=l

pentru orice x G I  și 1 < i < n. Pe de altă parte

y'part = ^ 2 Ci (*) (*)) +  Z 2  c i (I ) y M  =

i=l i=l
n / n  \

= Ci (x) A (x) i/w  (x) +  l (x) =  A (x) I ^ 2  c i (x) y M  1 +  1 (x) =
2=1 \2=1 /

= A (x) ypart (x) + l (x)

adică y p
!

a r t (x) =  A (x) yp a r t (x) +  l (x ) , pentru orice x € I, ceea ce înseamnă că

yPart este soluție pentru sistemul diferențial neomogen (2.23). ■

O bservație. l)Soluția ypaTt menționată în teoremă este o soluție particulară

a sistemului neomogen. Această soluție are aceeași formă ca soluția sistemului

omogen, c-py^ + ■ ■ ■ +  cn i/(n \  cu deosebirea că c; nu sunt constante ci funcții.

Metoda menționată în teoremă, pentru obținerea unei soluții particulare a sistemu

lui neomogen, este numită metoda variației constantelor.

2)Soluția particulară yp art se poate scrie sub forma matriceală

ypart (x) =  Y  (x) • C (x)
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unde

Y  (x) • c1 (x) =  l (x)

Deoarece determinantul matricei Y  (x) este nenul, fiind wronskianul unui sistem

fundamental de soluții, rezultă că Y  (x) este inversabilă și

c' (x) =  Y  1 (x) l (x)

din care rezultă

Xo

pentru orice x e I, unde XQ G I  este un număr fixat, iar C(XQ) 6 [R] este

arbitrar, și deci

VpaTt Y  (X) c(x0 ) +  /  Y  ^ ( Ț j l ^ d z
v/xo

Deducem

Vparl (^o) Y  (*o) ’ C (*£())

din care rezultă C(XQ) =  Y  1 (XQ) • ypart (^o) și deci

Vpart (z) =  Y  (x) • Y  (io) ' Vpart (z0 ) +  /  Y - 1

Jxo
(z)l(z) dz

T EOREMA 2.6.6 Fie ypart O soluție particulară a sistemului diferențial liniar neo

mogen (2.23). Mulțimea S, a soluțiilor sistemului diferențial liniar neomogen (2.23),

este egală cu mulțimea {y^ + yp art | yh € 5o} •
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Demonstrație .Dacă yh & SQ, adică yh este soluție a sistemului diferențial liniar

omogen 2.22, atunci

(Vh +  J/part)' =  y'h + Vpart =  A ( x ) y h  +  A  (x) y p a r t  +  l (x ) =

= A  (x) {yh  +  y p a r t)  +  l (z )

ceea ce înseamnă că yh + y p a rt este soluție a sistemului diferențial liniar neomogen,

adică

{yh d-  ypart 1 Vh €  So} C S

Dacă y  €  S , adică y  este o soluție a sistemului diferențial liniar neomogen (2.23),

atunci

(y -  ypart)' =  y ' -  y'part =  A { x ) y  +  l { x ) ~  [A (x ) y p art +  l ( l ) ]  =

=  A  (x) (y -  y Part)

ceea ce înseamnă că y  — yp a rt €  So, adică y —y p a r t este o soluție a sistemului omogen.

Notând cu yh această soluție, rezultă că y  =  yh +  yp a rt, deci

S  C {1/h d" ypart | yh  € SQ }

Din cele două incluziuni demonstrate rezultă egalitatea din enunțul teoremei. ■

O bservație. Forma oricărei soluții a sistemului diferențial liniar neomogen

(2.23) este

y  =  C iyw  d--------1- cn y ( n )  +  y p a r t

unde { j/1) , .. .  este un sistem fundamental de soluții al sistemului omogen

(2.22), c i , . . . , c n  sunt constante arbitrare, iar y p a rt este o soluție particulară a

sistemului neomogen (2.23).

2.7 Sisteme diferențiale cu coeficienți constanți

Fie sistemul diferențial liniar și omogen cu coeficienți constanți

y'l — <*113/1 d- • • ■ -d- OlnJ/n

< : (2.25)

y-n ^ n iy i  d- • • • d- O'Tinyn
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unde aij g R, pentru 1 < i < n, 1 < j  < n. Pentru aceste sisteme vom arăta cum

se poate construi un sistem fundamental de soluții.

Folosind notațiile

sistemul se scrie sub forma y' = Ay.

Observații l)Din teorema de existență și unicitate a soluției problemei Cauchy

pentru sisteme liniare rezultă că sistemul diferențial y' = Ay admite o soluție unică

definită pe toată mulțimea numerelor reale

y : R  M n>i [R],

care verifică condiția inițială y (XQ) = yo, pentru fiecare XQ € R  §i Vo 6 Mn>i [R] •

2)Fie u g M n ,i [R], v g M n ii [R] și i unitatea imaginară. Se constată ușor că

u + iv =  0 g Mn i i [C] <=> u =  0 și v =  0

Dacă u : R  —+ M n ,i [R] și v : R  —> M n>i [RJ atunci

u' = Au și v' = Av <=> (u + iv)' = A  (u + iv)

Se spune în acest caz că u + iv este o soluție complexă a sistemului (2.25). Deci,

u + iv este o soluție complexă a sistemului (2.25) dacă și numai dacă partea reală

și partea imaginară a ei sunt soluții ale acestui sistem.

3)Notăm cu SQ mulțimea soluțiilor sistemului y' — Ay. Deducem ușor că dacă

y g SQ atunci y' g SQ- Intr-adevăr, mai întâi deducem că Ay (x) este funcție deriva-

bilă, deci y' (x) este derivabilă. Apoi, derivând egalitatea y' (x) = Ay (x) și ținând

cont că matricea A are elementele constante, obținem (y' (x)) =  Ay' (x ) , pentru

orice x  g R, ceea ce arată tocmai că y’ g SQ- De aici deducem că SQ C C°° (R) și

că dacă y g SQ atunci yW  g SQ, pentru orice k g N.

TEOREMA 2.7.1 Dacă A este o valoare proprie a matricei A, iar v g M n j  [C] este

un vector propriu al matricei A corespunzător valorii proprii A, atunci sistemul

diferențial (2.25) admite soluția

y = veA x , x g R
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Dem onstrație.Prin ipoteză avem Av — Xv și v 0. De aici deducem

(veA l) ' =  XveXx = AveX x = A (veX x )

deci (veA l) =  A  (veA2:) , pentru orice x G R, ceea ce înseamnă că y = veX x , x 6 R,

este soluție a sistemului diferențial (2.25) M

Observație. 1) Reamintim că un număr r, real sau complex, este numit val

oare proprie a matricei A G Mn  [C] dacă există o matrice nenulă v € Mn A  [C] astfel

încât Av = rv. Mulțimea valorilor proprii ale lui A se notează cu aA  Și este numită

spectrul lui A. Pentru a determina valorile proprii și vectorii proprii ai matricei A

pornim de la ecuația

Av = rv, v G Afn>1 [C]

pe care o scriem sub forma sistemului

( « n  - r ) v i + «12^2 + ■ ■ + a ln^Ti — 0
021 Vi + (022 -  T) V2 + ■ • + $ 2 n ^ n  =  0

^1 + On 2V2 + • • + (^ n n  =  0

(2.26)

în care reprezintă componentele lui v. Deoarece căutăm soluții nenule,

ținând cont de teorema lui Rouche relativ la sistemele algebrice liniare, rezultă că

determinantul sistemului trebuie să fie nul, adică

a n  -  r 012

«21 a 2 2  -  r
A ( r ) =  0

$ n l a n2

Matricea sistemului (2.26) este A -  r l ,  unde I  = e Mn  [R] este matricea

unitate. Determinantul A (r) =  det (>1 -  r l ) , este un polinom de gradul n numit

polinomul caracteristic al matricei A, sau al sistemului y' = Ay. Ecuația

A  ( r )  =  0 , r g  C

este numită ecuația caracteristică a matricei A, sau a sistemului y' = Ay. Rădăcinile

ecuației caracteristice sunt tocmai valorile proprii ale matricei A. Pentru a deter

mina vectorii proprii corespunzători unei valori proprii A G aA  trebuie să rezolvăm

sistemul liniar și omogen (2.26) pentru r = A. Orice soluție nenulă a acestui sistem
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este vector propriu al matricei A corespunzător lui A. Se știe că o soluție a acestui

sistem poate fi v € Afn ,i [C] de componente v j , . . .  ,vn , unde Vi este complementul

algebric al elementului an  — râu din prima linie a matricei A — XI. Dacă numerele

Vi nu sunt toate nule atunci v este vector propriu al matricei A.

2) Se verifică ușor că la valori proprii distincte corespund vectori proprii liniar

independenți. Arătăm aceasta în cazul a două valori proprii. Fie A, y, € <7 A , A =4 y,

și u, v € M n i l  [C], u 0 ,D ^ 0 ,  astfel încât Au = Xu și Av = yv. Din relația

au + (3v =  0, a, (3 € C

deducem
aAu + (3Xv = 0

<
aAu + (3Av = 0

deci

aXu + (3Xv = 0

aXu + (3yv = 0

Scăzând aceste relații rezultă (3 (A — p) v =  0, din care deducem (3 = 0. Revenind la

relația au + (3v =  0 deducem și a  =  0. Deci u și v sunt liniar independenți.

3) Dacă matricea A  are elementele reale, iar A € <7A este o valoare proprie

complexă a lui A, atunci soluția nenulă v a sistemului (2.26), în care r =  A, are

componentele complexe. Din relația Av = Xv rezultă, prin conjugare, Av = Xv din

care deducem că A £ a A și v  este vector propriu al matricei A  corespunzător valorii

proprii A. în acest caz, soluțiile y 1 = veXx și y 2 = veX x , ale sistemului (2.25), sunt

liniar independente, complexe și conjugate. Funcțiile

y ' = ^ y 1 + ^ J/2 =  Re (yeX x )

y2 =  T iy l  -  Tly 2  =  I m

sunt soluții cu valori reale și liniar independente ale sistemului (2.25).

4) Dacă valorile proprii n , . . . ,  r n  ale matricei A sunt distincte, iar v1 , . . . ,  vn

sunt vectori proprii corespunzători, atunci setul de funcții

y 1 = v 1eT1X , ,y n  = vn er ,'x

este un sistem fundamental de soluții al sistemului y' = Ay. Intr-adevăr, din relația

Aji/1 +  • • • +  Xn yn  = 0, adică din Aiv’e’’11 H------ F Xn vn eTnX =  0 pentru orice x € R,
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deducem, pentru x — O, Ajv1 + ---- 1- An vn  =  0. Deoarece vectorii proprii u1 , . . . ,  vn

sunt liniar independenți rezultă că Ai =  • • • =  An  =  0, din care deducem că soluțiile

y \ . . . , y Tl sunt liniar independente, deci {y1 , . , .  ,yn } este sistem fundamental de

soluții. în consecință soluția generală a sistemului diferențial y' = Ay este în acest

caz

y = c1v r eTlX  + ---- 1- cn vn eT n X , x  G R

unde c i, . . . ,  cn  sunt constante arbitrare.

Dacă matricea A are coeficienții reali și două dintre valorile proprii sunt complex-

conjugate, atunci soluțiile corespunzătoare acestor valori proprii se pot înlocui cu

două soluții reale, ca la punctul 3), astfel încât noul set de soluții să rămână fun

damental. Acest procedeu va fi folosit dacă într-o problemă concretă este nevoie

numai de soluții reale.

TEOREMA 2.7.2 Dacă ecuația caracteristică a sistemului diferențial (2.25) admite

o rădăcină A, multiplă de ordinul m, atunci acest sistem diferențial admite soluții

de forma

y =  (Pi (x) eX x , P2 (x) eX x , . . . ,  Pn  (x) eX x ) , x  G R

în care Pi (x) sunt funcții polinomiale de grad cel mult m — 1 de forma

Pi (x) =  ci Fi,o (x) +  c2 Fi,i (x) +  • • • +  cm Pi i m ^  (x)

Ci, . . . ,  cm  fiind m constante arbitrare, Pij (x) fiind funcții polinomiale de grad cel

mult j  și

Fi (x) =  0 , . . . ,  Fn  (x) = 0 , (V) x G R =>ci =  • • • =  cm  =  0

Dem onstrație.l)Dacă A ^ O  atunci vom înlocui sistemul (2.25) cu un sistem

a cărui ecuație caracteristică admite rădăcina 0 cu ordinul de multiplicitate egal

cu m. Pentru aceasta vom căuta funcțiile Zi : R  —> R, pentru 1 < i < n, astfel

încât (eĂ Iz i , .. .  ,e A lzn ) să fie soluție a sistemului (2.25). Cu alte cuvinte facem o

schimbare a funcțiilor necunoscute definită prin relațiile

Vi =  e X x Zi

pentru 1 < i < n. Avem

Vi =  ^ X x Zi + eĂ Iz' =  ^ a i j e X x Zj

J=I
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pentru 1 < i <  n. Simplificând cu eX x  și ordonând obținem

n
Zi ' («îj X&ij) Zj

J=1pentru 1 < i <  n, adică am fost conduși la un sistem diferențial de aceeași formă.Polinomul caracteristic corespunzător acestui sistem este
a n  — A — r <112 ^ l n

△i (r) = <121 <122 — A — r &2n =  A  (r +  A)
<lnl «n2 ^nn TDeoarece A este rădăcină multiplă de ordinul m  a lui A  (r) rezultă că △ (r) are forma△ (r) =  (r — A)m  Ao (r ) > unde Ao (r) este o funcție polinomială de gradul n — m  șiAo (A) 0. Așadar A i  (r) =  r m Ao (r +  A ), din care deducem că polinomul caracteristic al sistemului diferențial la care am fost conduși are pe 0 ca rădăcină multiplăde ordinul m . Dacă vom demonstra că sistemul diferențial obținut admite soluții deforma (Pi (x ) , P2 ( x ) , . . . ,  Pn  (x)) , atunci va rezulta că sistemul diferențial (2.25)admite soluții de forma (Pi (x) eA :r, P2 (x) eX x , . . .  ,P n (x) eX x ) , ceea ce ar însemnacă teorema este demonstrată. Deducem că demonstrația teoremei s-a redus la cazulcând polinomul caracteristic al sistemului diferențial are pe r  =  0 ca rădăcină multiplă de ordinul m.2) Vom presupune în continuare că polinomul caracteristic al sistemului diferențial(2.25) are pe r =  0 ca rădăcină multiplă de ordinul m  și vom demonstra că sistemuladmite soluții de forma (Pj (x) , P2 ( x ) , . . .  ,P n  (x)) . Vom demonstra aceasta prinrecurență. Pentru m  =  1 afirmația din teoremă este adevărată. Intr-adevăr, dinteorema ??  deducem că sistemul diferențial (2.25) admite o soluție nenulă de forma(«1, o 2 . ■ • •, a n ) , corespunzătoare valorii proprii r =  0. Pe de altă parte, conformteoremei 2.6.2, sistemul admite și soluția (c ia j, C ia2 , . . . ,  C ian ) , pentru orice constantă C j. Această soluție are forma din enunțul teoremei, pentru

Pi (x) =  C ia i ,P 2 (x) =  c1a 2 , . . .  ,P n  (x) =
Să presupunem că afirmația din teoremă este adevărată când multiplicitatea rădăcinii
r =  0 este m  — 1 și să demonstrăm că afirmația rămâne adevărată când aceastămultiplicitate este m. Pornim de la soluția menționată mai sus, ( a j , <a2 , . . . ,  a n ) , încare numerele a j ,  a 2 , . . . ,  a n  nu sunt toate nule. Pentru simplificarea, expunerii să
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presupunem că oj Â  0- Luând Cj — — și notând pentru 2 < i  <  n .  soluția

(cia i,c ia2 , ■ • ■ ,c ia n ) devine (1,0 2 , ■ ■ ■ , 0 n )  ■ înlocuind această soluție în sistemul

(2.25) obținem egalitățile

o-ii + a i202  +  • ■ ■ +  o.in (3n  — 0 (2.27)

pentru 1 < i  <  n .  Căutăm niște funcții u, : R  —> R ,  pentru 1 < i  <  n ,  astfel încât

sistemul (2.25) să admită soluția ( u i , /3 2 iii +  « 2 ,  • ■ • > 0 n u i  +  U n ) • Pentru aceasta, în

sistemul (2.25), înlocuim:

y i  — 111, 7/2 “  Z^2^1 d" H 2, ■ - • i Vn  =  Z^nUl d~ U n (2.28)

Obținem

U j =  a u U i  +  a i 2  (/?2U 1 +  H 2) +  • • • +  O ln  (Z ^nlll +  ^ n )

0 2 u 'i +  u 2 =  a 21u l  +  a 22 (0 2 U 1 +  W2) +  • ■ • +  O.2n ( /? n U l +  Un )

<

0 n u '\ +  u 'n ~  a n l u l +  a n2 (0 2 u l +  U 2) +  • • • +  0-nn ( 0 n
u \  +  u n )

sau, ținând cont de relațiile (2.27),

U j =  a 1 2 U2 +  ■ • • +  O,l n u n

u'2  =  (<122 -  /?2<112) U2 +  ' ■ ■ +  (,O-2n ~  020-ln ) Un
< (2.29)

Un  =  (<ln2 Z?n<112) 112 d" ' ' ' d" (<lnn /^ n < lln )  U n

Remarcăm sistemul

u 2 =  ( a 22 —  020-12) 712 +  • • • +  (d 2 n  ~  /?2< lln ) « n

< (2.30)

Un  (<ln2 0nO-12) H2 d" ' ’ ’ d" (< lnn 0nO -ln) Un

care are n  — 1 funcții necunoscute. Rezolvarea sistemului (2.25) s-a redus la re

zolvarea sistemului (2.30) din care determinăm funcțiile u 2 , . . .  , u n . Determinarea

lui TIJ se face din relația =  ai2U2 d- - • • + a i n u n  prin găsirea unei primitive a

lui 012112 +  ■ ■ ■ + Oin 7in . Vom arăta că r  = 0 este rădăcină multiplă de ordinul

m - 1  pentru polinomul caracteristic al sistemului (2.30). Notăm cu f  (r) polinomul

caracteristic al sistemului (2.29), iar cu f i  (r) polinomul caracteristic al sistemului
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(2.30). Avem

—r “ 12 “ 130 “ 22 -  Z^2“ 12 -  T “ 23 -  /?2“ 13 “ 2n — /?2“ 1
/ ( r )  = 0 “ 32 —  /?3“ 12 “ 33 _  Z?3“ 13 — T “ 3n — /?3“ 1

0 “ n2 /X i“ 12 “ n3 Z^n“ 13 “ n n  Z?n“ ln
Rezultă, dezvoltând după elementele din prima coloană, f  (r) =  —rfa (r) . Pe de altăparte, înmulțind elementele primei linii cu și adunându-le la elementele liniei i,pentru 1 <  i <  n, obținem

—r “ 12 “ 13 O In
- T 0 2 “ 22 -  T “ 23 0-271

/ ( r )  = - T & l “ 32 “ 33 -  r O371
- r f i n “ n2 a n3 a n n  r

înmulțind elementele coloanei j  cu —[3j, pentru 2 <  j  <  n, și adunându-le laelementele primei coloane, obținem, ținând cont de relațiile (2.27),
“ i i  ~ r “ 12 “ 13 O ln“ 21 “ 22 “  r “ 23 O-2n

/ ( r )  = “ 31 “ 32 “ 33 — T ^ 3n

“ n l “ n2 “ n3 ^rinDeci f  (r) =  △ (r) . Din f  (r) =  — r f i  (r) rezultă - r f i  (r) =  A  (r) . Din aceastăegalitate deducem, ținând cont de faptul că r =  0 este rădăcină multiplă de ordinul
m  pentru A  (r) , că r =  0 este rădăcină multiplă de ordinul m  — 1 pentru f i  ( r ) .Din presupunerea că afirmația teoremei este adevărată când multiplicitatearădăcinii r  =  0 este m  — 1 deducem că sistemul (2.30) admite o soluție de forma(R2 ( x ) , R3 ( x ) , . . . ,  Rn (x)) în care

# 2  ( x )  — “ 2-^20 +  C3R21 ( x )  +  ■ ’ ’ 4" Cin ■^2,m — 2 (*^)
R n  ( z )  =  C2 R n O  ( z )  +  C3R71I ( z )  +  ' ■ • +  C r n R n .m - 2  ( ? )  7
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Rij (x ), pentru 2 < i < n ș i 0 < j < m - 2 ,  sunt funcții polinomiale de grad cel

mult j, C2, - ■ ■ ,Cm, sunt constante arbitrare și

R 2 (x) = 0 , . . . ,  Rn (x) =  0, (V) x e R =^c2 = • - ■ = cm  =  0

Pentru a determina o soluție a sistemului (2.29) trebuie să utilizăm prima ecuație

a acestui sistem,

u( =  ai2^2 +  • • • +  a in un ,

unde u2 = R2 (x ), • • • >u n — Rn ■ Rezultă că ui este o primitivă arbitrară a

funcției polinomiale a12R 2 (x) +  • • ■ + ain-Rn (z) • Deci

Ui =  /  (CZ12R2 (z) H------ 1- ain-Rn (z)) dx =

— C2 Q10 (z) dx + • • +  Cm  f  Q l tm—2 (z) dx

unde

Qlj (x) — ^12^27 (z) 4" * * * +  (XlnUnj (z)

pentru 0 < j  < m  — 2, este funcție polinomială de grad cel mult j. Rezultă că

Ui =  C2P11 (x) + ---- 1- C m Fi^-i (x) +  Ci

unde ci este o constantă arbitrară, iar Fi; (x ) , pentru 1 < j  < m — 1, este primitiva

lui Q i j - i  (x) pentru care Pi; (0) =  0. Deci Fi; (x) este o funcție polinomială de

grad cel mult j. Notând cu Fio (z) funcția egală cu 1 pentru orice x € R, și

Fi (x) =: C1P10 (x) +  c2 P n  (x) + ---- F cm F i im _i (x)

rezultă că Pi (x) este o funcție polinomială de grad cel mult m  — 1 și U] =  Fi ( x ) .

Revenind la relațiile (2.28) obținem o soluție a sistemului (2.25):

3/1 =  ui =  Pi (x)

J/2 =  Z?2Ui +  u2 =  /?2 P1 (z) + R 2 (X) =: P2 (x)

Vn =  /3nUi +  un  = (3n P\ (1) + Rn (x) =: Fn  (x)

Verificăm proprietățile polinoamelor P2 (x ) , . . . ,  Pn  (1). Pentru 2 < i < n avem

Pi (x) =  A (cjPio (x) +  c2 P n  (x) + ■ • • +  cm Fi.m _i (z)) +
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+  (c2-RiO (A ) + C j R n  ( ^ )  +  ■ ■ ■ +  Cm R i  m - 2  ( ^ ) )  =

ci Fio (*̂ ) d- CiPn (%) H- ■ ■ ■ cTnPi im _i (x)

unde am notat

PiO  ( z )  =  P i P i o  ( z )

P n  ( z )  =  P i P n  ( z )  +  R i o  ( z )

P i , m — 1 {*P} — P i P l ,T n —l  ( l )  +  R i t m — 2 ( ^ )

Rezultă că Pij (x ), pentru 2 < i < n  și Q < j < m  — 1, sunt funcții polinomiale de

grad cel mult j.

Să presupunem că

Fi (x) =  0 , . . . ,  Pn  (x) =  0, (V) x  e R

Din expresia lui Pi (x) și din ipoteza că Pi (x) este identic nul deducem că cj =  0,

ci fiind termenul liber al lui Pi (x ). Ținând cont de ipoteza că P2 (x ) , . . . ,  Pn  (x)

sunt funcții polinomiale identic nule și de forma lor luată prin definiție obținem

R 2 (X) =  0 , . . . ,  Rn (x) =  0, (V) x e  R

din care rezultă că c2 = • • • = c-m — 0. Așadar

Pi (x) =  0 , . . . ,  Pn  (x) =  0, (V) x e R  =>ci =  c2 =  • • ■ =  cm  =  0

ceea ce mai aveam de demonstrat. M

O bservație 1) Soluția sistemului (2.25), a cărei existență a fost demonstrată

în teoremă, este o combinație liniară a m  soluții liniar independente ale acestui

sistem. Intr-adevăr, ținând cont de forma funcțiilor polinomiale Pi (x ) , . . . ,  Pn  (x ) ,

avem

m  m

y = ( P i ( x ) , . . . ,P n  (x))eA l =  ( P i j - i  (x ) , . . .  ,P n J _i (x))eA l =
j=i J=I

unde am notat

y = (Pit j - i  (x ) , . . . ,  Pn i j _i (x)) eXx
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pentru 1 < j  < m. Soluția y se obține din soluția y pentru Cj = 1 și Ci — 0

pentru oricare i j. Liniar-independența soluțiilor y . ,y  t™) rezultă imediat.

Relația

■ c-iy (1) H------ 1- cm y (m ) =  0

revine la y =  0, adică (A  (z) , . . . ,  Pn  (z)) eXx = 0 pentru orice x G R. De aici

rezultă

A  (?) =  0 , . . . ,  Pn  (z) =  0, (V) z € R

din care deducem, ținând cont de proprietățile funcțiilor polinomiale A , .. .  ,P n ,

că ci =  ■ • • =  Cm =  0, ceea ce trebuia demonstrat.

Deci, unei rădăcini multiple de ordinul m  a ecuației caracteristice îi corespund m

soluții liniar independente pentru sistemul diferențial. Vom folosi scriere soluțiilor

ca matrice-coloane, pentru a economisi spațiul orizontal al paginii.

2) Determinarea practică a polinoamelor Pi, - - ,P n  se face prin metoda identi

ficării coeficienților.

Exem plu. Considerăm sistemul de ecuații diferențiale, liniar și omogen cu

coeficienți constanți:

y'i = -9y i -  12J/2 -  5?/3

* y'2 = 5T/I +  61/2 +  3T/3

y'3 = yi +  4t/2 + y3

Notând

și A =

- 9  -12  -5

5 6 3

1 4 1

sistemul se scrie sub forma matriceală

y' = Ay

Ecuația caracteristică este

—9 — r  -12  -5

5 6 — r 3

1 4 1 — r

= (r +  2)2 (2 -  r) =  0; r G C

din care deducem că n  =  2 este rădăcină simplă și r 2 =  - 2  este rădăcină simplă.
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Pentru valoarea proprie simplă n  — 2 corespunde o soluție a sistemului de forma

y =  ve2 1 , unde v este un vector propriu de componente , «2 Și respectiv v3 , definit

prin Av = 2v, sau (A — 21) v =  0. Deci

-11

5

1

Deducem ușor o soluție nenulă: «i =  —2, v2 =  1 și V3 =  2. Așadar soluția care

corespunde valorii proprii simple rj =  2 este

î/(1) =

-2

1

2

2x

Pentru valoarea proprie r2 =  — 2, dublă, corespunde o soluție de forma

a i +  fax

o 2 + fa x  e

o 3 + fax

unde ai și fa, pentru i = 1,2,3, sunt numere ce urmează a fi determinate prin

înlocuirea lui y în y' = Ay. Avem

fa

fa

fa

a j +  fax

o 2 + fax

a 3 + fax

e-2x _

- 9  -12  - 5

5 6 3

1 4 1

a i + fa x

a 2 + fax

o 3 + fax

— 2x

Deducem

fa 1 4

-5

3

1

-5

3

1

Ol

0'3

fa

fa

fa
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Din a doua ecuație deducem

— 7 -12 -5 ' 01 ’ 0

5 8 3 02 = 0

1 4 3 0

Rezolvînd, obținem soluția generală 0 3 = c2 , 02 — -C2, 03 =  c 2-

Din prima ecuație deducem:

din care deducem soluția generală: O] =  c3 -  c2 , «2 =  -C3 +  2
C2 și «3 =  C3, unde

c2 și c3 sunt constante arbitrare. Rezultă soluția

C3  +  <=2 ( - 1  +  x)
- C 3  +  c 2 ( i  -

C3  +  C2 X

e— 2x

Pentru c2 =  1 și C3 =  0, respectiv pentru c2 =  0 și C3 =  1 rezultă două soluții liniar

independente

Soluția generală este

y = c3y W  +  c2y (2) +  c3y (3)

unde Cj, c2 și C3 sunt constante arbitrare. în reprezentare scalară soluția este

y } = -2 c 1e2x + c2 ( -1  + 1) e- 2 1  + c3 e~2 x ,

y2 = cie21 +  c2 Q  -  z )  e- 2 1  -  c3 xe~2 x ,

y3 = 2cie2x + C2xe~2 x  + c3e~2x

D eterm inarea soluției generale Presupunem că matricea A are valorile

proprii Aj, ■ ■ ■, Ap de multiplicități algebrice m j, ■ ■ • ,m p . Așadar m3 + • ■ ■ + m p  = n.

Pentru fiecare valoare proprie Ai vom deduce mi soluții liniar independente pentru

sistemul diferențial. In final dispunem de n  soluții, despre care se demonstrează ușor

că sunt liniar independente. Deci dispunem de un sistem fundamental de soluții.

Conform teoriei generale a sistemelor liniare, deducem soluția generală a sistemului
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omogen, ca o combinație liniară arbitrară a sistemului fundamental. Folosind sis

temul fundamental, deducem o soluție particulară a sistemului neomogen, indiferent

de forma membrului perturbator. Adunînd cele două soluții menționate obținem

soluția generală a sistemului neomogen.

O problemă mai deosebită este cazul când matricea sistemului are coeficienții

reali, dar se obțin valori proprii complexe. Deoarece aceste valori proprii vor fi două

câte două conjugate rezultă, din cele arătate mai sus, că putem înlocui cele două

soluții complexe ale sistemului diferențial, corespunzătoare celor două valori proprii,

prin două soluții reale ale sistemului respectiv. Setul de soluții astfel obținut este,

de data aceasta, format din n soluții reale liniar independente. Deci se poate obține

un set fundamental format numai din soluții reale.

2.8 Exerciții.

1. Se consideră sistemul
y'i = Vi + V2

y'2 = y i - y 2

Arătați că

3/1 =  C1 +

y2 = cy e ^ x  -  c2 e ~ ^ x

este o soluție a sistemului, oricare ar fi constantele C] și c2 . Pentru acest sistem,

relațiile

2v/2c1ev^ 1

-2 v / 2c2 e“ '/5 1

reprezintă integrala generală.

2. Să se arate că sistemul
y\ = y \ - y 2  + x

<
y'2  =  yi +  y2 + 1

are soluția

X
i/! =  ex  (ci cos x — c2 sin x ) -----

x
y2 = ex  (cj sin x + c2 cos +  -
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oricare ar fi constantele ci și c2 . Să se determine soluția astfel încât yi (XQ) =

î/i > ?/2 (x0 ) = y2 , u n de  x o, Vi Și y2 sunt numere date.

3. Să se integreze sistemul diferențial

y' — 2y — z = 0, z! — y — 2z =  0,

cu condițiile y (0) =  1, z (0) =  1 și apoi y (0) =  0, z (0) =  1, folosind metoda

aproximațiilor succesive.

4. Determinați sistemele fundamentale de soluții pentru sistemul diferențial liniar

și omogen:

{
y'1 + 9yi +  12y2 +  5y3 =  0

y'z -  5yi -  6y2 -  3y3 =  0

y'3 -  3/1 -  4Î/2 — 3/3 =  0

5. Determinați soluția generală pentru sistemele diferențiale liniare de mai jos:

(a) y' — y + z =  Ae2 x , z' +  4y +  2z =  /re2 1 ;

(b) y[ +  yi -  y2 =  4x + 1, y2 -  yx -  y2 =  -2 x 2 + 2x -  1;

(c) yj -  5yi -  4y2 =  0, yj, -  4yj -  5y2 =  0;

(d) yj -  2yi + y2 =  0, y'2  -  yi -  2y2 ;

(e) yj -  3yi +  y2 -  y3 =  0, y'2 + y A -  5y2 + y3 = 0, y'3 -  yi + y2 -  3y3 =  0;

(f) y'1 -  y-i + y2 + y3 = o, yj, -  3yj -  y2 +  3y3 =  o, yj) +  4yi +  2y2 -  y3 =  0.

(g) y\ -  4yi + 1/2 = o, y2 -  yi -  2y2 =  0.

(h) y\ -  3/2 -  y3 =  0, y2 -  yi -  y2 + y3 =  0, y3 -  y2 -  y3 =  0.

(i) y'i + V2 + 2y3 = 0, yj, -  yi -  y2 =  0, 5y_j + 6yi -  8y2 = 0.

6. Să se rezolve următoarele sisteme de ecuații diferențiale liniare:

(a) xj = Tj + 2x2 , X2 — 4xi + 3x2 ;

(b) xj =  x2 . x 2 = —xj;

(c) xj — + 5X2 , X2 = —Xi — 3X2 ;

(d) xj = xj + x2 , x
2 =  X! +  x2 +  t;

(e) xj + 2 n  + x2 = sint, x 2 -  ix-y -  2x2 =  cost;

(f) xj + 2xi + 4X2 =  1 +  4t, x 2 + Xi -  x 2 =  | t 2 ;
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(g )  x \  — x 2> x 2 =  x 3> x 3 — ^ l i

(h )  =  X2 +  x 3, x '2  =  x 3 +  x i ,  x '3  =  Xi +  2?2i
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C ap ito lu l 3

Ecuații diferențiale de ordin

superior

3.1 D efiniții

DEFINIȚIA 3.1.1 Se numește ecuație diferențială de ordinul n, unde n e  N*, orice

relație de forma

F (3-1)

unde F  : D C R n + 2  —> R este o funcție care depinde efectiv de și în care se

cere determinarea funcțiilor de forma

<f) : I  C  R —> R

cu proprietatea

F  f x,(ț>(x) (.r), • • •, =  0, ( V) x e I  (3.3)
\ dx dxn  /

O funcție deforma (3.2) care verifică relația (3.3) se numește soluție pe I  a ecuației

diferențiale (3.1).

Observații. 1) în ecuația diferențială (3.1) litera y este numită funcție ne-
. „ , dy d2y dn y

cunoscuta, iar x este numita variabila independenta. Expresiile —- r , • • •, - —dx dx2 dxn

se înlocuiesc adesea prin y' (sau y ^  ), y" (sau y ^  ),- • • , i / n \  dacă nu se crează

confuzii. într-o ecuație diferențială, funcția necunoscută și variabila independentă

95
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pot fi desemnate prin orice simboluri, dacă nu se crează confuzii. In cazuri con

crete litera y este "eticheta” unei mărimi fizice sau de altă natură cum ar fi: masa,

spațiu, viteza, accelerația, intensitatea, tensiunea, concentrația, etc. Variabila in

dependentă este adesea timpul, desemnat prin t.

2) Pentru n = 1 se obține definiția ecuației diferențiale de ordinul întâi. Ecuațiile

diferențiale de ordinul n > 2 se mai numesc și ecuații diferențiale de ordin superior.

3) Din definiție rezultă că funcția </> : I  C R  —> R  este de n ori derivabilă pe I

și (x, </>(x), (I ) , • - •, (x)) € D pentru orice x  e
ax axn I.

4) Soluția din definiție se indică uneori prin: ” y =  </> (x ) , x € I  ”. O soluție

neprecizată se indică adesea sub forma: ” y = y (x) , x £ I  ”. Pentru exprimarea

unor proprietăți în care intervin soluții, uneori, prin abuz de limbaj, o soluție se

desemnează sub forma ” y (x) ” înțelegând că este vorba de funcția x —> y (x) și nu

de valoarea acestei funcții în punctul x.

Exem plu. Pentru ecuația diferențială de ordinul 2

^ _ ^  +  l 9 _ 2 e .  =  0,
dxz  dx

funcția y =  ze1 , x  G R, este o soluție. Intr-adevăr, făcând calculele rezultă

J2 J
y (xex ~) -  x —  (xex ) +  x (xex ) -  2ex  — 0, (V) x  e  Rdxz  dx

O bservație. Determinarea soluțiilor unei ecuații diferențiale este un proces

complex, numit rezolvarea (sau integrarea) ecuației diferențiale respective. Mulțimea

de definiție a unei soluții se determină, de regulă, în procesul rezolvării.

DEFINIȚIA 3.1.2 Graficul unei soluții a unei ecuații diferențiale se numește curbă

integrală a acelei ecuații diferențiale.

Forma norm ală a ecuațiilor diferențiale de ordinul n.

Relația (3.1) se numește forma generală a ecuațiilor diferențiale de ordinul n.

Relația
dn y f  (  d y
dxn  \ dx

dn  1y
dxn ~ l (3-4)

unde f  : E  C R n + 1  —» R, reprezintă forma normală a ecuațiilor diferențiale de

ordinul n.
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3.2 P rob lem a Cauchy

Problema Cauchy pentru o ecuație diferențială de ordinul n (3.4) constă în deter

minarea unei soluții a acelei ecuații diferențiale, y — y (x ) , x 6 I, care să verifice

condițiile

y  (*o) =  2/0
â (a :o )  =

(3-5)
...................

> CLX 1

unde XQ G Z și T/Q, r/J, • ■ •, y j - 1  G R  sunt numere date, astfel încât (IQ , 2/Q , Vo >''' > Vo - 1 ) e

E. Condițiile (3.5) se numesc condiții inițiale sau condiții Cauchy. Problema Cauchy

descrisă mai sus, pentru ecuația (3.4), se menționează prin: ” problema Cauchy:(3.4 +  3.5)

” , sau
( dn y (  dy dn  Ty

dx \  dx dxn  1

y (*o) =  2/o
problema Cauchy: < y' (zo) =  2/o

y [n  1 (z0 ) =  Vo 1

în care se specifică ecuația diferențială și condițiile inițiale.

3.3 Soluții

3.3.1 S o lu ția  generală.

DEFINIȚIA 3.3.1 Se numește soluție generală a unei ecuații diferențiale de ordinul

n, pe mulțimea E  C R n + 1 , o familie S  de soluții ale acelei ecuații diferențiale cu

proprietatea că pentru orice punct (io> 2/o; 2/?> ■ ■ ■ > 2/n-i) E  există o singură soluție

<f> € S astfel încât

</> (z0 ) 2/o>

2/1 >

dx71-1 (*o) 2/n-l
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O bservație. Soluția generală se indică de obicei sub forma

y = <ț>(x,Ci,.. .cn ) , x e ICI,...,C„ c  R, (c i ,. . .  Cn) e  J  c  R n

unde c i, . . . ,  cn  sunt parametri. Această soluție trebuie să aibă proprietatea: pentru

orice (x0 ,y ^ ,y ^ ,.. .  ,y°_i) € E  există un set unic de numere (cj o, • • •, cn  o) € J

astfel încât soluția

y = Cj 0; ■ • • , Cn 0) , X € / C. o , o

verifică condițiile

</> (XO,C1 o, • • • Cn 0) =  2/o>
. o

—  țxo, Ci o, • ■ • Cn 0) =  VI,ax

dx n -l  (I o >C1 °> ' • ’ ^O ) — Vn-1

3.3 .2  Solu ție  particulară.

DEFINIȚIA 3.3.2 O soluție a unei ecuații diferențiale, care aparține unei soluții

generale a acelei ecuații diferențiale, se numește soluție particulară.

O bservație. O soluție particulară se obține din soluția generală pentru valoari

particulare ale parametrilor.

3.3.3 Soluție singulară.

DEFINIȚIA 3.3.3 O soluție a unei ecuații diferențiale de ordin superior, care nu

este soluție particulară, se numește soluție singulară.

3.3 .4  Integrală generală

DEFINIȚIA 3.3.4 O relație deforma

g(x ,y) = 0, (x,y) e f i c R 2

unde g : fi —> R  este o funcție dată, se numește integrală a unei ecuații diferențiale

de ordin superior, dacă această relație definește implicit pe y ca funcție de x, pe un

interval I  C R, și această funcție este soluție pe I  a acelei ecuații diferențiale de

ordin superior.
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DEFINIȚIA 3 .3 .5  Prin integrală generală a unei ecuații diferențiale de ordinul n  se

înțelege un sistem de n relații de forma

G i-.E C  R n + 1  R, (3-6)

pentru 1 <  i < n,cu următoarele proprietăți: pentru fiecare punct (ZQ , J/Q> VI > ’ ’ ’ > J/n -i)  €

E  sistemul

Gi
dy
ax

dn ~ 'y
dx71-1 =  C10

........................... Ci 0  =  Gi (x O,yo,Vl,- ■ • , î /n - l )
dy

x ,y, -T-,-ax
dn ~ 'y
dxn ~^ — CnO

pentru 1 <  i < n, definește implicit pe y,
dn ~Ay
—----- - ca funcții de x, pe o
dxn  i

vecinătate IQ a lui XQ sub forma
dx ’

y
dy
dx

dP-'y
dxn ~^

<f(x),

« i ( z ) ,

a n - i ( z )

astfel încât y = <p ( z ) , să fie soluție pe IQ a ecuației diferențiale considerate și

</> (*o) = y°

0  (z 0 ) <̂ 1 (ZQ )

<̂ (" (zo) =  a n - i  (z 0 )

3.4 Exem ple

Ecuații de forma y ^  = f  ( z ) . P resupunem  că f  : E  C R  —> R, este o

funcție continuă. A tunci, pen tru  orice ZQ €  E  funcția reală

X

(z ) =  (n  2~i)î /  ~ ^ n-1  d t +  Pn- 1

Xo
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definită pe E, unde

pn -1 (r ) _  .V.on -1 ~ X°) I____ '|_2 /1o 
1  ~ți  

x o ',  Voo

este soluție și verifică condițiile inițiale

0 (*o) =  Mo

0' (*o) =  2/?

=  2/n-l

oricare ar fi numerele j/°> 2/?> ' '  ■ > 2/n-r

Observăm că dacă f  (a) = 0, pentru un număr a, atunci ecuația admite soluția

constantă y — a.

Ecuațiile de forma F  (x, y W , • • • , j /^ + p )̂ =  0, în care lipsec funcția necunos

cută și derivatele sale până la ordinul k — 1, se rezolvă prin schimbarea de funcție

y(O = z. Derivînd obținem imediat y(k + U = zC1), ■ ■ ■ ,y(k + p > = z ® . Ecuația devine

F  (x, z, z ^ \  • • •, ẑ p ^  =  0

Deci avem de rezolvat o ecuație de ordin p, adică cu k unități mai mic. Legătura

dintre cele două ecuații este următoarea: dacă z = u (x) este soluție pentru ecuația

F  (x, z, z ^ ,  • ■ •, z(p )) =  0, pe un interval I, iar y = v (x) este soluție pentru ecuația

= u (x ) , pe același interval, atunci y = v (x) este soluție pentru ecuația dată.

Intr-adevăr, avem

deci

F  (x, (x) , • • •, v (k + p ) (x)) =  0

ceea ce trebuia verificat.

(  y' y ^  \
Ecuațiile de forma F  x, —, ■ • • , ----- = 0  se reduc la ecuații de ordinul

\  y y J
y'n — 1 prin substituția — = z. Pentru simplificarea expunerii vom considera cazul

/  y f y /f \
n — 2, adică vom cerceta ecuațiile de forma F  x, —, — ) = 0

\  y y J
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Deducem succesiv

y / = yz, y // = y , z +,  yz , , y—  = 2 +,  z
/

y

Ecuația devine

F (x, z, z2 + z') = 0

Deci pornind de la o ecuație de ordinul 2 am ajuns la o ecuație de ordinul 1.

Legătura dintre cele două ecuații este următoarea: dacă z = u (x)  este soluție
y'pentru F  (x, z, z 2 +  z') =  0, iar y = v (x) este soluție pentru — =  u (x ) , atunci

/ x  (  y ’ y " \  V

y = v (x )  este soluție pentru ecuația F  x, —, — = 0 .
\  y y )

Intr-adevăr, avem succesiv

v' (x)F  (x, u (x ) , u 2 (x) +  u (x)) =  0, — -  = u (x ) , v’ (x) =  v (x) ■ u (x)
v țxj

v" (x) =  v' (x) • u (x) -I- V (x) • U (x) , ---= u2 (x) +  v! (x)
v (x)

F  (x , V , V = F  (x ,u(x) ,u 2 (x) +  u' (x)) =  0
\  V (X) V (x) J z

deci
/  u '(x) v " (x)\  =
y ’ v (x) ’ v (x) J

ceea ce trebuia verificat.

Ecuațiile de forma F  (y, y ^ \  • • •, y ^ )  — 0 sunt ecuații în care lipsește vari

abila independentă. Se poate reduce ordinul ecuației prin schimbarea de funcție și

de variabilă y' = p (y ) , în care p va fi noua funcție necunoscută, iar y va fi noua

variabilă independentă. Pentru simplificarea expunerii vom considera cazul n — 2,

adică vom cerceta ecuația

F (y ,y ',y " )  = 0

Avem
„ dy dp dy ,

y  = T x = T y T x = P P

Ecuația dată se reduce la ecuația

F (y,p ,pp ') =  o,

deci este o ecuație diferențială de ordinul 1. Legătura dintre cele două ecuații este

următoarea: dacă p = u (y) este soluție pentru ecuația F  (y, p, p'p) =  0, iar y = v (x)
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este soluție pentru ecuația y' = u ( y ) , atunci y = v (x) este soluție pentru ecuația

F ( y ,y ' ,y ”) = 0.

Intr-adevăr, avem succesiv

F  (y, u ( y ) , u' (y) u (y)) =  0, v' (z) =  u  (u ( x ) ) ,

v" (z) =  u' (u (.?)) v' ( i)  =  u  (v ( i) )  u (y (z)) ,

Apoi

F  (y (x ) , v' ( z ) , v" (z)) F  (u (x) ,u (y  (z)) ,u ' (u (z)) u  (v (z))) =

F (y ,u (y )  ,u ' (y )u (y ))  = 0

deci

F  (y ( z ) , v ' ( z ) , v"  (z)) =  0

ceea ce trebuia verificat.

3.5 Reducerea unei ecuații diferențiale la un sis

tem  diferențial.

Considerăm ecuația diferențială (3.4), scrisă sub forma normală

dn y f  dy dn  Ty \
dxn  ’V’ d x ' ’ dxn ~ 1 J

și o soluție oarecare a acestei ecuații y = <ț> ( x ) , x  € / ,  unde I  c  R  este un interval.

Notăm
yi (z) =  <KX )

y2 (T )

1/3 (x)

= d y i(x )  =
dx

_  dy2 (r) _
dx

d<f> (x)
„dx

d2 </> (rr)
dx2

Deci

<

Vn (x)

dy-i (x}
dx

dy2 (x)
dx

^Vn— 1
¥dyn  (x

dx

_  dt/n-1 (JL
dx

= 1/2 (F)

-  ys (z)

-  Vn (x)

- = f ( x , y i (

dn ~ ^ ( x )
dxn ~1

F) >■ • • ,y n (x))
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Așadar

Vi = <P(x),y2 =
dtp (z)

dx J J/n —
dn  1(f> (a;) 1

dx”~1 J x € I

este soluție a sistemului diferențial normal

dyi
-T~ = V2ax
ay2
- j -  =y3dx

(3.7)
dyn - i

i — Vnax

Reciproc, dacă

{j/i =  yi ( z ) , ■ • • ,y n  = yn  (z )} , x e i

este o soluție oarecare a sistemului (3.7), atunci

dy-j (x)
dx

dy2 (z)
dx

= y2 (z)

=  2/3 (z) =
d?yi (x)

dx2

dyn - i
dy^(x') =

dx f ( x ,y i  ( i ) ,  •••,?/„ (z)) dn yi (x)
dxn

pentru orice x  e  I. Deci

dn y i (x)
dxn = f  ( x ,y x (x) ,• • •, dT ryi (J ) \

dx”—1 )

ceea ce arată că y — ( r ) , x  G Ț  este soluție a ecuației (3.4). Am demonstrat

astfel că ecuația diferențială (3.4) este echivalentă cu sistemul diferențial normal

(3-7).

3.6 Reducerea unui sistem  diferențial la o ecuație

diferențială.

Considerăm sistemul diferențial normal, (2.4),

Țp- =  A (x ,y i, • • • ,y n )
ax

< :

^Vn r f \-J— = /n  • • ,Vn)ax
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



104 CAPITOLUL 3. ECUAȚII DIFERENȚIALE DE ORDIN SUPERIOR

unde f i  : E  C R n + 1  R, 1 < i < n, și o soluție oarecare a sa

{yi = yi. (Z ) , • • •, yn  = yn  (z )} , x  e I

unde I  C R  este un interval. Avem identitățile

d y \ = f i  (z, yi ( z ) , ■ • •, yn  (z))
ax

< •
dyn (z) £ ( f \ ( \\---J----  = fn  (z, y i ( x ) ,  - - ,y n  (z))dx

pentru orice x G I. Vom deriva succesiv una din aceste identități, de exemplu

pe prima, de n — 1 ori, și din relațiile obținute vom elimina, dacă se poate, pe

2/2 (x ), • • •, yn  (x) • Vom obține o relație care arată că yi (x) este soluție a unei ecuații

diferențiale de ordinul n. Așadar, după prima derivare a primei identități obținem

d?yi (z)
dx2

d fi  (z) +  d fi  (z) dy-j, (x) +  +  d /i  (z) dyn  (x) =
dx dyi dx dyn  dx

d fi  (z) d fi  (z) , , , dfx (z) (7 \ - F  (A

unde am notat pentru prescurtare z =  (x, 2/1 (x ), • • •, yn  (x)) și

F 2 W  =
g/1 (z)

dx
W z )

dyi
A (z) +  --- + d fi  (z)

dyn
fn (z )

Deci
d2yi (x)

dx2 = F2 {Z)

Continuând procedeul de mai sus, obținem un sistem de relații de forma

dyi (x)
--- = f l  {X, 2/1 (x ) , • • • , 2/n (x))arr

d2y-i (x)
, 2 = F 2 (X , yi ( z ) , • • • ,y n  (z))

dn yi (x)
dxn = Fn (Z,?/1 (z) ,• • • ,2/n (z))

Dacă din primele n — 1 relații ale acestui sistem putem deduce pe 2/2 ( z ) , • • •, yn  (x)

sub forma
2/2 (z) =  a 2 z,i/i ( z ) , dy-j (x)

dx
dn  ^1 (x)\

dxn ~A J
(3-8)

yn  (z) =  a n  x ,y T (x ), dyi (x)
dx

dn  i y i ( x ) \
dxn ~1 J

atunci, înlocuind în ultima relație a sistemului obținem o relație de forma

dn y i (x)
dxn = F  x,2/i ( z ) , dyi (x)

dx
dn ~ l

y i  (
dxn - 1

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3.7. EXISTENȚA ȘI UNICITATEA SOLUȚIILOR 105

pentru orice x € I , ceea ce arată că

2/1 =  î/ i  ( z ) . T  6  I

este soluție a ecuației diferențiale

dn yi „ f  dyi= F [ x ,y i , —ax™ \ ax
d ^ y i
dxn ~y (3-9)

unde F  : E  —> R este definită prin compuneri corespunzătoare. Să presupunem că

putem găsi soluția generală

7/1 =  7/i ( x , c i , - . .  , c „ ) , x  e  ...Ci

a acestei ecuații. înlocuind în relațiile (3.8) obținem relații de forma

7/2 ( z )  =  Z?2 (Z ,C 1 , ■ • • ,C n ) ,

; x e l ' c

yn  ( l)  = 0n (x,Ci,-- ■ ,Cn Ț

Rezultă că soluțiile sistemului diferențial (2.4) se obțin din soluțiile ecuației diferențiale

de ordinul n (3.9).

3.7 E xistența și unicitatea soluțiilor

3.7 .1  C azul general

Considerăm ecuația diferențială (3.4)

2/(n ) = f  (x ,y ,y ',  ■■■ ,y (n

unde f  : E  C R n + 1  —> R. Am văzut mai sus că această ecuație este echivalentă cu

sistemul diferențial normal (3.7)

dyi
-J -  =V2dx
dy2

= ysdx

dyn, - i — yndx
dyn f ,  X
-drx-  =  JOLVi, ■ ■ • ,yn )

unde 7/i = y. Vom reformula teorema Cauchy-Lipschitz , de existență a soluției

problemei Cauchy pentru sisteme diferențiale normale de ordinul întâi, în acest caz.
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T EOREMA 3.7.1 Considerăm numerele reale xo,yo,yo, ■ ■ • , J/o — 1 > numerele pozi

tive a, b°, b1 ,■■ ■ , b’1 - 1 . Notăm

Ji = [yo
z ~ b \ y ' o + b ' ] , 0 < i < n - 1,

E  =  [x0 -  a, x0 +  a] x Jo x • • • x J n _!

Dacă f  : E  R  are proprietățile:

1. f  este continuă pe E\

2. f  este lipschitziană, adică există numerele pozitive Ai, pentru 1 < i < n, astfel

încât
n

|/ (x ,  Y), • • •, yn ) -  f  (x ,y i , • • • , j/n )| < £  Ai |Yi -  7/il
2=1

pentru orice (x, Yi, • ■ •, Yn ) , (x, J/i, • • •, yn ) € E, atunci există h G (0, a] astfel

încât ecuația diferențială (3.4) să aibă o soluție unică de forma y = y ( x ) , x G

I, unde I  =  [xo — h, XQ + h\, care verifică condițiile inițiale

y Oo) =  y°

y' (AO) = yo
<

y ^ -V (x o )  = y ^ 1

3.7.2 Cazul ecuațiilor d iferențiale  liniare

DEFINIȚIA 3.7.1 Prin ecuație diferențială liniară de ordinuln ( n € N ‘), se înțelege

o ecuație diferențială de forma

a o (x) yW  + a] (x) y ( n - 1 )  H------ F an _! (x) y' + an (x )y  = l (x ) , (3.10)

în care funcțiile a, : I  = [a, b] —> R, 0 < i < n, se numesc coeficienții ecuației, iar

funcția l : I  —> R  este numită termenul liber (sau perturbator) al ecuației. Dacă

l (x) =  0 pentru orice x € [a, b] , atunci ecuația se numește omogenă. Ecuația se

numește neomogenă dacă nu este omogenă.
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O bservație 1) Presupunem că ao (x) /  0 pentru orice x € I. Ecuația (3.10)

este echivalentă cu sistemul diferențial liniar

y'i = V2

y'-i = y3

<

y'n - i  = yn

y'n = — G (z) -  ai (x )y n ---------an  ( x )y jao (x)

unde yi = y.

2) Forma generală a ecuației liniare omogene de ordinul n este

ao (z) J/(n ) +  ai (x) + -----F an _j (x) y' +  an  (x) y =  0 (3.11)

Se spune că (3.11) este ecuația diferențială omogenă asociată ecuației diferențiale

neomogene (3.10).

Putem reformula teorema de existență relativă la sistemele diferențiale liniare

de ordinul întâi pentru acest caz.

TEOREMA 3.7.2 Dacă coeficienții ai, 0 < i < n, și termenul liber l sunt funcții

continue pe intervalul I  =  [a, 6], iar ao (x) 0 pentru orice x  6 I , atunci ecuația

diferențială liniară (3.10) admite o soluție unică de forma

y = y (x ) , x E I

care verifică condițiile inițiale

y ț x 0 ) = y£, y' (x0 ) =  T/Q, • ■ •, (x0 ) = y ^ ,

unde xo G I  șt; Î/Q, J/Q , • • • , y j - 1  sunt numere reale arbitrare.

3.8 Ecuații diferențiale liniare omogene

3.8.1 Sp ațiu l soluțiilor

T EOREMA 3.8.1 Funcția Ln  : C n  [a, 6] —» C° [a, fe] definită prin

dn 'u dn  1v dvLn [y] =  a0 ( x ) v 4  +  ai (x) n _y + -----F an _j (x) — + an  (x) y (3.12)
u,LC CLJJ

pentru orice y € Cn  fa, b], este o transformare liniară.
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Demonstrație. Avem
n jn-i.

M = (X) ^ —
i=0

deci

\ dn ~z (ay +  /3z) y-ALn  [ai/ + 0z] = a * ------- fa i------- ---  z J  a i  W
i=0 i=0

n dn ~iv rfn~iz
=  a  V  ai (x) + 0  a i (*) ~ Ț T  =  a L n  +  @L n  W

i=0 ax* i
L
=—0' ax1

pentru orice numere a , /3 și y, z € Cn  [a, &]. ■

d n -i <p-i2 \
a ~Ț~i J i ) ~ax1 dxz J

Observație Ecuația (3.10) se poate scrie sub forma Ln  [1/] =  l (x). Ecuația

liniară omogenă (3.11) are forma Ln  [y] =  0.

TEOREMA 3.8.2 Mulțimea soluțiilor ecuației omogene (3.11) este un subspațiu vec

torial n — dimensional al spațiului vectorial Cn [a,6].

Demonstrație. Intr-adevăr, această mulțime este tocmai nucleul lui Ln  :

N (L n ) = { y \ y e C n [a,b], Ln [y]= 0}, (3.13)

despre care se știe că este subspațiu vectorial. Fie XQ € I . Considerăm soluțiile

j/i, • • •, yn  ale ecuației omogene, care verifică condițiile inițiale:

(x o) =  3ij, 1 < i < n, 1 < j  < n

Pentru a demonstra că N  (L„) este n — dimensional, vom arăta că mulțimea de

soluții {1/1, • ,y n } este o bază a spațiului N  (Ln ) . Va trebui să demonstrăm că

{yi> ■'' ,Vn] e s te liniar independentă și că generează spațiul N  (Ln ) .

Considerăm ecuația
71

=  0> > ■ ' ' > € R
i=l

Derivând succesiv, obținem:

=  0; A n - A e R
2=1

pentru 1 < j  < n. Pentru x = XQ obținem

(zo) =  o
2=1
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adică

' Xi&ij — 0
i=1

Deci Xj = 0 pentru 1 < j' < n, ceea ce înseamnă că (T/I , • • ■, yn ) este liniar indepen

dentă.

Vom arăta că mulțimea {j/i, • • ■ ,yn } generează spațiul soluțiilor N (Ln ) . Fie

y = y ( i ) ,  x e l

o soluție oarecare a ecuației omogene, adică un element oarecare din N  (Ln ) . De

terminăm numerele Ci, 1 < i < n, astfel încât soluția

n
z  = c iVi

i=l

să verifice condițiile inițiale

(z0 ) =  (z0 )

pentru 1 < j : <  n. Așadar

(z0 ) =  (z0 ) ,

adică

c j = (zo)

pentru 1 < j  < n . Deoarece soluția z îndeplinește aceleași condiții inițiale ca soluția

2/, ținând cont de unicitatea soluției problemei Cauchy, rezultă că z = y. Deci orice

soluție a ecuației omogene este o combinație liniară a soluțiilor y-[, • ■ •, yn , ceea ce

înseamnă că {j/i, • • • ,y n ] generează spațiul N  (Ln ) , și teorema este demonstrată.

■

Observație Orice mulțime formată din n soluții liniar independente ale ecuației

omogene (3.11) formează o bază a spațiului N (Ln ) . Așadar, orice soluție a ecuației

omogene este o combinație liniară a acestor n  soluții.

D EFINIȚIA 3.8.1 Fie I  un interval real, m  € N* și y-i € Cm - 1  ( I ) , 1 < i < m. Prin

wronskian al funcțiilor yi,- ■ ■ , ym  se înțelege funcția

W[î/i, • • • ,y m ] : I  -> R
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



110 CAPITOLUL 3. ECUAȚII DIFERENȚIALE DE ORDIN SUPERIOR

definită prin determinantul

pentru orice x e l .

T EOREMA 3.8.3 (LIOUVILLE)

(3.11), atunci

omogene

2/1 (z ) 2/2(^) ymfir)

l / 'iW 2/2(2;) y ' M

2/$m - 1 ) (x ) y ț n ^ i x )

Dacă y i , • ■,yn  sunt soluții ale ecuației

a l---7T«*
a 0  (t)

W Ț î/ i ,- - - , i /n ] (z )  =  W[yl t - • ■ ,y n
^0

pentru orice X , XQ 6 I.

Demonstrație. Notăm, pentru scurtarea scrierii, PK[j/i, ■ • ■ , T/n ](x) =  WȚx), pen

tru orice x € I. Ținând cont de regula de derivare a unui determinant și de egalitățile

2/} y-

pentru 1 < j  < n, avem

1/1 (z )

(n-2)
2/1

i=l

2/2(1)

2 /2 ^ )

2/n(a;)

2/n(3:)

y {r 2 \ ^ y £ ~ 2 \ x )

y^n \ x ) y n \ x )

2/1(3;) 2/2(2;) 2/n(a;)

2/5(3;) 2/2(3;) 2/n(3!)

2/in “ 2 ) (3:) 2/2n ~ 2 ) (a;) y {n ~ 2\ x

2/$n - 1 ) (3:) 2/2n ” l ) (3;) y (n ~ l \ x

adică

* ( px ^1 \
înmulțind cu exp I Jxo — obținem

W  (x) exp =  0
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din care deducem că W  (z) exp I ai (t)
a0 (t)

dt are o valoare constantă, adică inde-

pendentă de x. Așadar

W  (z)exp ai (t)
ao (t)

dt = W  (ZQ) exp ai (t)
ao (t)

= W  (z0 )

din care rezultă
W  (z) =  W  (z0 ) exp f -  [

\ JXQ a 0 (t) /
pentru orice z, ZQ € I, ceea ce trebuia demonstrat. ■

T EOREMA 3.8.4 Soluțiile yi, - ■ ■ ,y n , ale ecuației omogene (3.11), sunt liniar inde

pendente dacă și numai dacă wronskianul W  [j/i, • • -yn ] nu se anulează în I.

Demonstrație. Considerăm ecuația

Xiyi +  • • ■ +  An j/n  — 0; Ai, • • •, An  e  R

Putem constata ușor că (Ai, • • •, An ) este o soluție a acestei ecuații dacă și numai

dacă (Ai, • ■ •, An ) este soluție a sistemului liniar

Aiî/i (z) +  ■ ■ ■ +  Xn yn  (z)

*iy'i (z) +  • ■ • +  Xn y'n  (z)

Xiy[n  (z) H------ 1- Xny^1 (z)

o
o

; An - .An G R  (3.15)

0

pentru orice z € I. Observăm că determinantul sistemului este tocmai wronskianul

W  [î/i, • • •, yn ] ( z ) .

Dacă W  [j/i, ■ • •, yn ] (z) 0 pentru orice z € I, atunci sistemul (3.15) admite

doar soluția (0, ■ • ■ ,0) pentru orice z € I, deci ecuația (3.14) admite doar soluția

(0, • ■ • ,0 ). Rezultă că soluțiile yi, - ■ ■ ,y n  sunt liniar independente.

Dacă W  [j/i, • • • ,yn ] (zo) =  0, pentru un număr ZQ G I, rezultă că sistemul (3.15),

pentru z =  ZQ, are o soluție nenulă, (AIQ, • • • , An o) • Aceasta înseamnă că soluția

y — Xioyi +  • • ■ + An o?/n

a ecuației (3.11), verifică condițiile inițiale

y (z0 ) =  y' (z0 ) =  ■ • ■ =  y ( n - 1 )  (z0 ) =  0

Deoarece soluția nulă verifică aceleași condiții inițiale, datorită unicității soluției

problemei Cauchy, rezultă că

Aiol/i +  • • • +  Xn oyn  — 0
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ceea ce înseamnă că soluțiile yx , • • •, yn  sunt liniar dependente. De aici rezultă

că dacă soluțiile y 1 , ■ ■ •, yn  sunt liniar independente, atunci W  [T/J , • ■ ■ , yn ] (z) /  0,

pentru orice z G / ,  și teorema este complet demonstrată. ■

Observație Ținând cont de teorema (3.8.3), teorema (3.8.4) se poate formula

astfel: Soluțiile y i ,- - - ,y n , a le  ecuației omogene (3.11), sunt liniar independente

dacă și numai dacă există ZQ €  I  astfel încât W [y l t  - ■ ■ yn ] (zo) /  0.

3.8.2 Soluția generală

DEFINIȚIA 3.8.2 Mulțimea {j/i, • • •, yn } , de soluții ale ecuației omogene (3.11), se

numește sistem fundamental de soluții dacă wronskianul W  [7/1, • • •, yn ] nu se an

ulează în nici un punct din I.

Observații 1) Pentru ca mulțimea {yi, ■ • ■ ,yn } ,de soluții ale ecuației (3.11),

să fie sistem fundamental de soluții este necesar și suficient ca wronskianul W  [J/J , • • •, yn ]

să nu se anuleze într-un punct din I.

2) Un sistem fundamental de soluții al ecuației omogene este o bază a spațiului

soluțiilor acelei ecuații.

TEOREMA 3.8.5 Dacă {szi, ■ • • ,y n } este un sistem fundamental de soluții al ecuației

(3.11), atunci soluția generală a acestei ecuației este

y =  ^7/14------ F cn yn

unde Ci, pentru 1 < i < n, sunt numere arbitrare.

Demonstrație. Deoarece {3/1, •• • ,y n } este o bază a spațiului soluțiilor rezultă

că y =  Cjț/i H------ 1- Cnyn  este soluție pentru orice constante Ci, 1 < i < n. Pe de altă

parte, pentru orice z0 € I  și pentru orice numere y ^y ^ , • ■ ■ , J/Q - 1 , putem determina

valori potrivite ale constantelor cl t  • • •, cn  astfel încât soluția y = Ciyi + • • • + cn yn

să verifice condițiile inițiale

y (*o) =  2/°, y ' (zo) =  yo, ■■■> y( n - 1 )  (z0 ) =  y ^ 1
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Intr-adevăr, aceasta revine la rezolvarea sistemului

cij/i (zo) H------ H cn yn  (z0 ) =
c iVi (*o) +  •••+■ cn j4  (z0 ) = yo ■

■ ; ci, • • •, cn  & R,

(io) +  • • ■ +  Cn3/nn - 1 )  (z0 ) =  1/Q- 1

care are soluție, și aceasta este unică, deoarece determinantul sistemului este tocmai

wronskianul IV [j/i, • • •, yn \ (ZQ) , care este nenul. ■

3.9 Ecuații diferențiale liniare neomogene

3.9 .1  S o lu ția  generală

T EOREMA 3.9.1 Soluția generală a ecuației diferențiale neomogene (3.10) are forma

y =  Vh 4“ Vpart

unde yh este soluția generală a ecuației omogene asociate, iar yp art este o soluție

particulară a ecuației neomogene (3.10).

Demonstrație. Prin ipoteză avem

Ln [^part] =  l (z)

Rezultă că

l'n [v] ~ Fn  [yh 4“ ypart] ~  Ln  [î/h] 4“ Ln  [î/part] ~

— 0 + l (z) =  l (z)

deci y = yh + yPart este soluție a ecuației (3.10). Reciproc, dacă y este o soluție

oarecare a ecuației (3.10), avem Ln  [y] =  l ( z ) . Deducem că

Ln  [y ypart] l (A ) l (%) 0

ceea ce înseamnă că y — yp art este soluție a ecuației diferențiale omogene. Notând

cu yh această soluție, deducem y = yh + yp art- Așadar, orice soluție a ecuației

neomogene este de forma

y — ciyi 4- • ■ • 4- cn yn  ypart
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unde a  sunt numere arbitrare, iar {yi, • • • ,y n } este un sistem fundamental de soluții

al ecuației omogene. Vom arăta că orice problemă Cauchy pentru ecuația (3.10) are

o soluție de forma y -  + ■ • • + + yp art- Fie z 0 € I  și numerele arbitrare

2/Q, Î/Q, • ■ ■ , p j - 1 . Sistemul liniar

Ci Pi (z0 ) “f ’ ’ ' "b Cn yn  (ZQ ) — Po ypart (zo)

C1PÎ (z0 ) +  • ■ ■ + Cny'-a (*o) =  Po “  y'part (*())
<

s C1^ n - 1 ) (xo) +  --- +  CnPnn - 1 ) (zo) =  P?"1 “  Ppârt^ (^o)

este compatibil și soluția este unică deoarece determinantul sistemului este nenul,

fiind wronskianul sistemului fundamental de soluții considerat. Dacă ( c i , - - , c n )

este soluția acestui sistem, atunci y = c-pyi + • • ■ + cn yn  + ypart este soluția ecuației

diferențiale (3.10), care verifică condițiile inițiale
r

y (zo) =  Po

y' (zo) =  po
<

_ P( n - 1} (zo) =  Po"-1

și teorema este demonstrată. ■

3.9 .2  M etoda  variației constantelor

TEOREMA 3.9.2 Ecuația diferențială liniară neomogenă (3.10) admite o soluție

particulară de forma

Vpart =  Ci (z) ta 4------ F cn (z) yn

unde {pi, --,p„} este un sistem fundamental de soluții al ecuației diferențiale

liniare omogene asociate, iar funcțiile cj ( z ) , • ■ • ,cn  (z) verifică sistemul

c\yi (z) +  • ■ • +  c'n yn  (z) =  0

cÎPÎ (z) + ■ ■ • +  c X  (z) =  0

* (3.16)
ciP$n - 2 )  (z) +  ■ • ■ +  <iAn - 2) (z) =  o

a0 (z)
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Demonstrație. Calculăm derivatele lui yPart- Avem

ypart — Ei=l CiVi

Vpart ~  Ei=l CiVi + Ei=l CiVi ~ Ei=l ci?/i
& =  K ^ c ^  + Z L ^ y '  = r L . c i y ? }

y ^ =  ^ C i y ^  + ^ c ' y ^  = E L 1 ^ n"1)

1 & =  £ ? = i^ n) + E L i ^ n_1) = E"= 1 ^ n) + - ^
Q-0 (•£.

Deci

Ln  [ypart] = ^ J a j ( x ) y ^ r t ) = ^ a j (z]yp2rt) + a0 (?) y ^ l t  =

3=0 j=l

=  +  ao(z) +  ~ T A  =
j=i i=i L»=i a °w .

=  y ?  a-j (*) Ș 2  C^ i n - J )  +  1 (x ) =  £  c i i z  a :> yin ~^  +  (z) =

j=0 i=i 1=1 j —o
n

= a L n  [Î/Î ] + 1 (x) =  l (x)
1=1

adică L n  [yp a r t] =  l ( z ) , ceea ce trebuia demonstrat. ■

Observații 1) Soluția particulară yp art a ecuației neomogene, menționată de

teoremă, are aceeași formă ca soluția generală a ecuației omogene, și anume

Ciî/i +  • • • +  cn yn

cu deosebirea că Ci, 1 < i < n, sunt în acest caz funcții, nu constante. Din acest

motiv, metoda expusă în teoremă, prin care se determină o soluție particulară a

ecuației neomogene, este numită metoda variației constantelor.

2) Sistemul (3.16) se rezolvă în două etape. In prima etapă sistemul (3.16) este

considerat ca sistem algebric liniar cu necunoscutele c', 1 < i < n. Sistemul este

compatibil deoarece determinantul sistemului este nenul, fiind tocmai wronskianul

sistemului fundamental de soluții {j/i, ■ • ■,yn } . Rezolvând sistemul obținem c< =

<t>i (T ) , pentru 1 < i < n, unde <f>i : [a, 6] —* R  sunt funcții continue, rezultate în

urma unor operații algebrice cu funcții continue, impuse de rezolvarea sistemului

algebric. In etapa a doua se determină Ci ca primitivă particulară a funcției <N,

1 < i < n.
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3.9.3 Reducerea ordinului

TEOREMA  3.9.3 Dacă u ,v  e  Cn  [a, b] atunci

Dem onstrație. Avem, ținând cont de formula de derivare a unui produs și in

versând ordinea de însumare,

Ln  [uv]
j=0 j=0 k=0

ceea ce trebuia demonstrat. Am ținut cont că pentru o valoare fixată a lui k, numărul

j  poate lua orice valori mai mari sau egale cu k. M

Observații 1) Dacă u = er x  atunci, deoarece k>) =  r-7 k er x , are loc egali

tatea

Ln  [er i u] = e (3-17)

2) Dacă v (z) este o funcție polinomială de grad m, atunci

Ln  [er x v (r)] =  er x u ( r ) ,

unde u (r) este funcția polinomială

fc=o &

fc=0 K -

m
(3.18)

In particular, pentru m < n avem

Ln  [er l x m ] = [Kn  [r] x m  + C ^K ™  [r] L "’ 1 + ■ • ■ + C ^ K ^  [r]] eTX

iar pentru m > n avem

Ln  [er x x m ] = [tfn  [r] x m  + C ^K ™  [r] x m ~  ̂ +■■■ + C” K ^  [r] z m -" ]  eTX

3) Dacă i/i este o soluție a ecuației diferențiale liniare omogene, adică are loc

egalitatea Ln  [i/J =  0, atunci funcția y = y x v este soluție a ecuației diferențiale

Ln  [y] =  l (z)
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dacă și numai dacă v este soluție a ecuației diferențiale

( j - 0 v™ = l (T )

Notând r / 1) =  z, ecuația de mai sus se transformă în ecuația de ordinul n — 1

E xem plu. Considerăm ecuația diferențială de ordinul doi

y" +  ai (x) y' + a2 (x) y =  0

unde coeficienții ai și a2 sunt funcții continue pe un interval [a, 6]. Să presupunem că

yi este o soluție, care nu se anulează în [a, b], a acestei ecuații. Făcând schimbarea

y =  î/i (x) v deducem că y este soluție a ecuației considerate dacă și numai dacă v

este soluție a ecuației diferențiale

[a i (z) Vi (z) +  2yi (z)] v' + yi (x) v" =  0

Notând v' = z, deducem ecuația diferențială

z' +  I ai (x) +  2Vi (z)
î/1 (z)

z =  0

care admite soluția

x € [a, 6]

unde XQ este un număr oarecare din [a, b] . Revenind la v' =  z deducem o soluție

v
1f

J X Q [yi (s )]
2 exp ds, x € [a, b]

din care deducem soluția

Verificăm liniar independența soluțiilor yi și y2 . Avem

W  [j/i, y2] =
yi

y'i

yi

y'2
=  3/13/2 -  V1V2

Deoarece y2 — yiv, iar v' = z, rezultă

fV [r/i, y2 ] 3/1 (y'iv + 3/1 '̂) -  3/13/1v =  3/12  =

exp
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Deducem că soluția generală a ecuației considerate este

y = o y i  + C21/2

unde ci și c?, sunt numere reale arbitrare.

3.10 E cuații d iferenția le lin iare cu  coefic ien ți co n sta n ți

3.10.1 S istem ul fundam ental de so lu ții

Considerăm ecuația diferențială liniară omogenă

dn y d n l y dy
a odj~x~n   +  a i d, xn  1 + • • ■ + a n - idj —x F an y — 0 (3.19)

unde coeficienții ai t  0 < i < n, sunt constante reale. In acest caz, coeficienții

ecuației fiind funcții constante definite pe R , soluțiile ecuației vor fi definite pe R.

Pentru acest tip de ecuații diferențiale vom indica un mod de a determina un sistem

fundamental de soluții.

Fie Ln  : C n  [a, 6] —> C° [a, 6] funcția definită prin

dn y dn ~1y dy
L n  [î/1 =  a ° d ^ + a i  d i ^  +  ’ ’ ' +  “" - 1 d i  +  a n y

pentru orice y e Cn  [a, 6].

TEOREMA 3.10.1 Are loc egalitatea

L n  [er *] =  eTXK n  [r]

unde

K n  H =  aor n  +  a ir " - 1  H------ l a n _ 1r  +  an

pentru orice z ț R  ș i r  ț C .

Demonstrație. Deoarece (er T p )  — r k eTX deducem

n n
Ln  [er x ] =  £ u n _ fc = e™Kn  [r]

fc=0 fe=0

ceea ce trebuia demonstrat. ■

T EOREMA 3.10.2 Are loc egalitatea

L n  p e - ]  =  ( c ° r k K n  [r] + C ^ K ^  [r] +  • ■ ■ +  C k
k K^> [r]) er x

pentru orice k € N*, x € R  și r € C.
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Demonstrație. Deoarece funcția de două variabile u (r,x ) = er x  este indefinit

derivabilă, rezultă că derivatele sale mixte, de orice ordin, coincid. Deci

dk  dk 1

și deci
dk

(er l K n  [r]) =  Ln  [zfce - ]
CLT K  L J

adică

(c°k r k K n  [r] +  C'k r k - ' K y  [r ] +  . . .  +  C k
k K ^  [r]) e™ = Ln  [ A r l ]

ceea ce trebuia demonstrat. B

Observații l)Funcția polinomială K n  [r] se numește polinomul caracteristic

al ecuației (3.19).

2)Ecuația

K n  [r] =  0; r  e  C

se numește ecuația caracteristică a ecuației (3.19), iar rădăcinile ecuației caracter

istice se numesc rădăcini caracteristice.

3)Dacă ro este o rădăcină caracteristică atunci y =  e7"01 este o soluție a ecuației

diferențiale (3.19). Dacă rădăcina caracteristică r$ este multiplă de ordinul m, adică

anulează polinomul caracteristic și derivatele sale până la ordinul m  — 1, deci

K n  [r0] =  K'n  [r0] =  • • • = [r0 ] =  0,

atunci

yi = eT°x , V2 = xer °x , ym  = x m ~x eraX

sunt soluții ale ecuației diferențiale (3.19).

TEOREMA 3.10.3 Dacă ecuația caracteristică a ecuației diferențiale (3.19) are rădăci

nile distincte r i , - - - ,r p  cu ordinele de multiplicitate m j, ■ ■ ■ ,m p , unde p € N*,

rtii € N* pentru orice i și mi + • ■ • + m p = n, atunci ecuația diferențială (3.19)

admite sistemul fundamental de soluții

er , x , xer , x , ■■■, x m , ~ 1er , x

eT2X , xer 2 X , •••, xm 2 - 1 er2T

eTpX , xeTpX , ■■■, x m p ~ i eTpX
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Demonstrație. Avem, prin ipoteză, egalitățile

K n  [n] =  K™  [rj =  ■ =  H  =  0

pentru 1 < i < p. Așadar, ținând cont de teoremele (3.10.1) și (3.10.2), avem

Ln  [e^ ] =  Ln  K ' 1 ] =  • ■ • =  Ln  =  0

ceea ce înseamnă că cele n funcții menționate sunt soluții pentru ecuația diferențială

(3.19). Mai avem de demonstrat liniar independența celor n soluții. Dacă soluțiile

din enunțul teoremei ar fi liniar dependente atunci ar exista un set de numere Xi j ,

nu toate nule, care ar verifica relația
p m ,

=  0 (3.20)
j = i  »=i

pentru orice x € R. Notând
rrij

P j  ( * )  =

i=i

relația (3.20) se scrie

Pr (z).er i 1  + • • • +  Pp (z) eTpX =  0 (3.21)

pentru orice x € R, unde cel puțin una din funcțiile polinomiale Pj (z) nu este

identic nulă. Presupunem, fără a afecta generalitatea, că funcția polinomială Pp  (z)

nu este identic nulă.

Ne vom folosi de faptul, ușor de verificat, că dacă r 0 și P  (z) este o funcție

polinomială neidentic nulă, atunci derivata de ordinul fc, oricare ar fi k G N, are

forma

unde Q (z) este o funcție polinomială neidentic nulă, de același grad cu P  ( z ) .

Relația (3.21) se poate scrie, înmulțind cu e~T 'x , sub forma

Pi (z) + P2 (z) e( r 2 - r i ) l  + ---- 1- Pp (z) =  0

pentru orice z E R. Derivând de mi ori obținem o relație de forma

P21 (z) e( r 2 - n ) l  + P31 (z) e( r ; ,~r , ) T ---- F Pp l (z) e
( r 'J - r i ) : r  =  0 (3.22)

pentru orice z G R, unde Pp i (z) este o funcție polinomială neidentic nulă.
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Relația (3.22) se poate scrie, înmulțind cu e_ (r 2_ r i)I
) sub forma

P2 i (x) + P31 (x) e ^ ~ r ^ x  + • ■ ■ + Pp l (x) e( r”~r^ x  = 0 (3.23)

pentru orice x G R. Derivând de mg ori obținem o relație de forma

P32 (Z ) e ^ 3~r ^ x  +  • • • +  Pp2 (x) e ^ ~ r ^ x  =  0,

pentru orice x € R, unde Pp2 (x) este o funcție polinomială neidentic nulă. Con

tinuând acest procedeu, ajungem la o relație de forma

Pp ,p _ i(x ) eO-p-Tp-Uz = 0

pentru orice x G R, unde Pp ,p - i  (z) este o funcție polinomială neidentic nulă,

înmulțind cu e~^T v~T’>~i x̂  obținem relația

Pp,p-i (z) =  0,

pentru orice x € R, care arată că PP)P- i  (x) este o funcție polinomială identic nulă,

ceea ce ne arată că am ajuns la o contradicție. Așadar cele n  soluții din enunțul

teoremei sunt liniar independente. ■

TEOREMA 3.10.4 Dacă {y^,. . . , yn } este un sistem fundamental de soluții pentru

ecuația (3.19), iar

zi =  ayt + (3y2

Z2 = 71/1 +  &V2

unde a, (3,^,6 G C, atunci {zj, z2 , ys, ■ ■ ■, yn } este sistem fundamental de soluții

pentru ecuația (3.19) dacă și numai dacă a6 — (3y 0.

Demonstrație. Ecuația

A] zi + X2 z2 + A31/3 +  ■ • • + Xn yn  =  0; Ai, . . . ,  An  6 C

devine
(Aga +  A27) 2/1 + (Ai (3 + A3 5) y2 +

+ A37/3 + • • • +  Xn yn  — 0; Ai, . . . ,  An  G C

din care rezultă
A]O +  A27 =  0

* Ai/3 + X26 = 0

A3 =  • • • =  An  =  0
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Acest sistem admite numai soluția banală, Ăi =  • • • =  Ăn  =  0, dacă și numai dacă

a y

0 6
= a6 — 0-y /  0

Așadar, mulțimea de soluții {zi, Z2,ys, ■ ■ ■ ,yn } este liniar independentă, și deci sis

tem fundamental de soluții, dacă și numai dacă a6 — 0-y 7̂  0, ceea ce trebuia

demonstrat. ■

TEOREMA 3.10.5 Dacă Fi =  a + i/3 și r2 = a — i/3 sunt două rădăcini complexe

conjugate ale ecuației caracteristice ale ecuației diferențiale (3.19), cu ordinele de

multiplicitate m i — «2 = m, atunci, în sistemul fundamental de soluții dat de

teorema (3.10.3), putem înlocui soluțiile complexe

er i X , xeT1X , . . . ,  x Tn~ 1er ' x

er2 X , zer2 X , . . . ,

cu soluțiile reale

ea x cos0x, a:eQX cos/3r, . . . ,  x m  1e“I cos/îi

ea x  sin/3x, xea x sin/3x, . . . ,  x m  1eQ T sin/3x

și setul astfel obținut este deasemenea sistem fundamental de soluții.

Demonstrație. Putem înlocui perechea de soluții

xJ e x j ~1eT2X

cu perechea de soluții

-2 x j ~1er ' x  ++ -2T J - 1 er2 1  ’ —2z x j ~ 16e 
TtX  - 2z

pentru 1 < j  < m, fără a se modifica liniar independența sistemului de soluții, deci

fără modificarea caracterului de sistem fundamental
condiția din teorema precedentă: -  ■ — — 1 . =

2 2i 2 2i

de soluții, deoarece se verifică

— — 7̂  0. Dar, ținând cont de
Zi

formula lui Euler

el° = cosO + i sin 0
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pentru orice număr 0, avem

e (a+t0)x _  g"1 (COS/3X _|_

e (a -t0)x _  e
t t I  (cos/3x — isin/Sx)

și deci

| z J - 1er iX  +  ^ - 1er2 1  =  (e (a ,+ i/3 ) l +  =

= x j ~ 1ea x  cos fix

—x^~1er x X  —xJ - 1 er2 1  =  — xJ - 1  (e(a + i^ x  — =
2z 2i 2i \ /

=  xJ _ 1 eQ I sin/îx

pentru 1 < j  < m, ceea ce trebuia demonstrat. ■

3 .10 .2  E cu ația  neom ogenă

Putem determina soluția generală a unei ecuații diferențiale liniare cu coeficienți

constanți, neomogenă, pornind de la sistemul fundamental de soluții indicat de

teorema (3.10.3) și folosind metoda variației constantelor pentru obținerea unei

soluții particulare a ecuației neomogene. Vom indica o altă metodă de găsire a unei

soluții particulare în cazul când termenul perturbator este un cvasipolinom.

T EOREMA 3.10.6 Considerăm ecuația diferențială liniară, cu coeficienți constanți

reali, neomogenă

Ln  [y] =  l (x)

în care termenul perturbator este cvasipolinomul

l (x) =  ea x  [P (x) cos fix + Q (x) sin fix],

unde a și fi sunt numere reale, iar P (x) și Q (x) sunt funcții polinomiale cu

coeficienți reali. In aceste condiții ecuația considerată admite o soluție particulară

de forma
yp = x p ea x  ^P (x) cos fix + Q (x) sin fix^

unde P  (x) și Q (x) sunt funcții polinomiale astfel încât

degP(x) =  degQ(x) =  m ax{degP(x) ,deg<2(x)},
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yp  = x p e( a + ^ x  ■ i  [P (z) -  iQ (x)] +  x p e ^ ~ i^ x  ■ -  [

iar p este un număr natural, numit indice de rezonanță, definit astfel: p =  O dacă

a + i(3 nu este rădăcină a ecuației caracteristice, și p — m dacă a + i/3 este rădăcină

multiplă de ordinul m  a ecuației caracteristice.

Demonstrație. Deoarece

cos/3x =  i  [ei(3x + e ~ ^ x ] , sin/3x = ±  [e^x  -  e~i 0 x ]

rezultă că

P  (x) +  iQ (x)j

Și
l (x) =  e^a + i^ x  ■ |  [P (x) -  iQ (z)] +  • 1 [P (x) +  iQ (x)]

Notăm
yPl = x p e^a + l^ x  • |  P  (x) -  iQ  (x)

VP2 = x p e^a ~l^ x  • -  P  (x) +  iQ (x)
h (x )  = e (“+ ^ - l [ P ( x ) - i Q ( x ) ]

i2 (x )=  e (“- ^ - î [ P ( x )+ iQ (z )]

Rezultă

yP = ypi + yP2 ș i 1 (*) =  h  ($) + h  (z)

Observăm că

yP2 = yP1 i a r  l2 (*) = h

unde bararea superioară reprezintă conjugarea complexă. Dacă Ln  [yP 1] =  Zi (x)

atunci

[î/p] — Ln  [yP1 + yP2] — Ln  [ypi + ypt ] —

— Ln  [yPl ] + Ln  [yPl ] — L n  [yP1] + Ln  [yP 1] —

= k  (z) +  h (x) = Ț (x) +  l2 (x) =  l (x)

Deci este suficient să arătăm că se pot determina polinoamele P  (x) și Q (x) astfel

încât Ln  [yP1 ] =  l r (x ). Folosind formula (3.17) obținem

Ln  [yp i ] = Ln  x p e ^ + i^ x  • |  [p  (x) -  iQ (x)]
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= e
(" + i^ -  l [ F ( x ) -  :Q(x)]

adică
E  +  (x" [p  (x) -  iQ  (x)])  =  P  (x) -  iQ (x)
k=0

Dacă p — O, adică dacă a + ifi nu este rădăcină a polinomului caracteristic, atunci

relația de mai sus devine

E  (F  (X) -  iQ (x )) (fc) =  F  (x) -  iQ (x)
k=O

și reprezintă egalitatea a două funcții polinomiale de același grad. Coeficienții

funcțiilor polinomiale P  (x) și Q (x) se obțin prin metoda identificării coeficienților.

Dacă a + ifi este rădăcină multiplă de ordinul m  a polinomului caracteristic, adică

p — m, atunci

K n  [a +  ifi] = K™  [a + ifi] = • • • = [a +  ifi] = 0,

iar [a +  ifi] /  0 și rezultă

E  (xm [P (x) -  iQ (x)]) (fc) =  F  (x) -  iQ (x ) ,

k=m

care reprezintă egalitatea a două funcții polinomiale de același grad. Ca și în cazul

precedent, coeficienții funcțiilor polinomiale F  (x) și Q (x) se obțin prin metoda

identificării coeficienților. ■

R em arcă Practic se procedează astfel:

1. Se determină elementele definitorii ale cvasipolinomului l (x) : a, fi, P  și Q.

2. Se verifică dacă numărul a + i/3 este rădăcină a ecuației caracteristice, deter-

minându-se indicele de rezonanță p.

3. Se compune forma soluției particulare, ca în teoremă:

yp = x p ea x  [F  (X) COS fix + Q (x) sin fix\ ,

unde funcțiile polinomiale F  (x) și Q (x) au coeficienții nedeterminați.
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4. Se calculează derivatele până la ordinul n ale lui yp și se compune identitatea

-^n [1/p] l (-t)

Ținând cont că un set de funcții de forma

{ l,x , x2 , • • ■ ,e“x , r e “x ,x 2 e“x , • • •}

este liniar independent, se identifică coeficienții și se obține un sistem algebric

din care se determină coeficienții funcțiilor polinomiale P (x) și Q ( r ) .

3.11 Ecuația diferențială a lui Euler

Ecuația diferențială a lui Euler este o ecuație diferențială liniară de forma

0 dxn + 1  d x ^ 1 d" * ‘ d" &n—1*£ , d” l (*̂ )dx (3-24)

în care n € N ’ , a o ,a i,. . .  ,an  sunt numere reale, ao fi 0, iar termenul perturbator

l este o funcție reală, continuă, definită pe un interval de numere reale pozitive.

TEOREMA 3.11.1 Ecuația diferențială a lui Euler se reduce la o ecuație diferențială

liniară cu coeficienți constanți prin schimbarea de variabilă x =  e*.

Demonstrație.Vom demonstra că pentru fiecare număr natural k, există nu

merele ajti, Q k2, • • •, &kh astfel încât

dk y
dxk

dy , d 2 v , , d k y \  -kt
a k l d~t+ a k 2 d U + " '  +  a k k d ^ ) e

Folosim principiul inducției matematice. Avem

dy _  dydfi _  dy^_ t _  dy _ t
dx dt dx dt 11 dt

unde cin = 1. Deci pentru k = 1 proprietatea se adeverește. Presupunem că

proprietatea se adeverește pentru un anumit număr k > 1 și vom demonstra că

proprietatea este adevărată pentru numărul k 4-1. Avem

dk + } y
dxk + i

d [ /  dy d?y dk y \
Tx [ \ a k ^ t + a k 2 ^ + "  +  a k k ^ )

d_ ’
dt

d y , d 2 y , , dk y \  _ k ta k l ~dt+ a k 2 d ^  +  " + a k k Mk ) e e

d2y d3y dk + i y \

-k  ( n f i ț  + + ■ ■ ■ +
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Notând

Ofc+1,] =

Ofc+1,2 =  «ti —  kak2,

127

afc+i,k =  «fc.fc-i -  kakk,

<2fc+l,fc+l =  Qfcfe

obținem

dfc+1y (  dy d?y dk + 1 y \d x ^ =  r ^ 1’1 T t + a k + ^ d f i  + ' " + a f c + i -fc+ i d i ^ ) e

ceea ce arată că proprietatea este adevărată pentru numărul k +1. Conform princip

iului inducției matematice, proprietatea este adevărată pentru orice număr natural

k > 1. Folosind proprietatea demonstrată avem

r k d k y
2 ^ a n ~k X  d x k
k=0

^ a n _ k ek t

t=i

d] y
at-1 + a n y

Notând i>n _j =  a n-k ■ a k,j, pentru 1 < J ' < n : Și = a n, rezultă

n T
k ^ k y

2 ^ a n ~k X  d x k
k=0 J=0

d3y
dV

Ecuația lui Euler (3.24) devine o ecuație diferențială cu coeficienți constanți

b° d c + b ' d t ^  +  ' "  +  b n ~1 ~^ +  b n V  ~  1 (3 '2 5 )

Consecințe A) Notăm

r T k d k y=  ^ 2 a n ~k X  ~Ț̂ k
k=0

ȘÎ

-̂ n M -  5 2  bn ~3 ~dU
1=0

Am stabilit egalitatea

•E'n [y (z)] =  L n  [y (e‘)]
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din care rezultă că soluției y = u (x ) , a ecuației lui Euler (3.24), îi corespunde

soluția y = u ( e ') , a ecuației transformate (3.25). Reciproc, soluției y = v (£), a

ecuației (3.25), îi corespunde soluția y — v (Inrr). In particular rezultă egalitatea

En  [xr ] =  L n  [er t ]

pentru x  = el .

B) Avem

r n  k ^ k (x T )Kn [  ̂ ] — ^ 2 a n ~k X  dx k ~
k=0

a n-k ■ r  (r -  1) • • • (r -  k + 1) +  an
_k=l

Funcția polinomială
n

0n H  =  ZZ “n - fe • r  (r  -  1) • • • (r  -  +  i) +  “n =
k=l

= an  +  an - i r  H------ 1- aor (r -  1) ■ ■ • (r -  n +  1)

se numește polinomul caracteristic al ecuației lui Euler. Deci

Kn  [xr ] =  </>n  [r] xT

Ecuația

0n H  = 0; r € C

se numește ecuația caracteristică a ecuației lui Euler, iar rădăcinile acestei ecuații

se numesc rădăcini caracteristice ale ecuației lui Euler. Se observă imediat că dacă

r 0 este o rădăcină caracteristică a ecuației lui Euler, atunci y = x r° este o soluție a

ecuației lui Euler. Pe de altă parte avem

Ln  [cr t ] =  K n  [r] er t

unde

Kn H = 5 ?  bn - j r:> = b0 + bir H------ 1- bn rn

j=o
este polinomul caracteristic al ecuației diferențiale Ln  [j/] =  0. Deci

H x r  = K n  [r] er t

pentru x — el , din care deducem că </>n  [r] =  K n  [r].
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C) Rezolvarea ecuației lui Euler (3.24) se face prin intermediul ecuației diferențiale

cu coeficienți constanți (3.25), dar fără a face calculele efective prin care se obține

această ecuație. Determinarea sistemului fundamental de soluții se face astfel:

Observație. 1. Formăm polinomul caracteristic </>n  [r] și rezolvăm ecuația

caracteristică.

2. Să presupunem că am obținut rădăcinile caracteristice r j , . . . ,  rp cu ordinele

respective de multiplicitate m i , . . .  ,m p , ( + • • • + m p  = n). Deoarece aceleași

rădăcini caracteristice are și ecuația cu coeficienți constanți, rezultă că această

ecuație are sistemul fundamental de soluții

er i t , ter i t , ,

eT 2 t, ter 2 t , , tm 2 ~1er 2 t ,

eT p t, teT p t, , trn p~1eTpt

Sistemul fundamental de soluții, corespunzător ecuației lui Euler, se obține înlocuind

pe t cu In i  :
x’’1 , In i,

x T 2 , x r2 In x,

(Ins)”1 1 - 1 ,

(lnx)m 2 - 1 ,

x r », x r '> ln i ,  ,, x Tp (In x')TTlp 1

3. Dacă toate rădăcinile caracteristice sunt simple, atunci sistemul fundamental

de soluții este

x T ' , x T 2 , . . . ,  x Tn

4. Dacă Ti = a + i/3 și T2 = a — i(3, și = m, atunci în locul soluțiilor

complexe
x r ' , ,Tr i lnx, , x r i (lnx)m '

i r 2 , x r 2 ln.r, , x r2 (Inx)T n2-1  ,

se consideră soluțiile reale

x a  cos (J3 In x ) , (In x) x a  cos (J3 In x) , , (lnz)m - 1  x“ cos(/31nx),

x a  sin (/? In x ) , (In x) x a  sin (/3 In x ) , , (lnx)m - 1  x“ sin (/3 In z)

Aceste soluții corespund soluțiilor ecuației cu coeficienți constanți:

ea t  cos (J3t), tea t  cos (0 t) , , tm ~1ea t  cos (/3t),

ea t  sin (/3t), tea t  sin (J3t), , tm ~1ea t  sin (/?t)
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D) Pentru determinarea soluției generale a ecuației neomogene ne bazăm pe sis

temul fundamental de soluții obținut mai sus și, în general, folosim metoda variației

constantelor pentru a găsi o soluție particulară. Dacă termenul perturbator are

forma

l (x) =  l (e‘) =  ea i  (P  (t) cos fit + Q (t) sin fit) -

= x a  (P  (In x) cos (J3 In x) + Q (In x) sin (/?In x))

unde a  și sunt numere reale, iar P  (t) și Q (t) sunt funcții polinomiale, atunci

putem căuta o soluție particulară yp  de aceeași formă cu termenul perturbator,

adică

yp — tp ea t  (P  (t) cos Bt + Q (t) sin /3t^ =

— (In x ' f  x a  [p  (In x) cos (/3 In x) + Q (In x) sin (/3 In x

unde p este indicele de rezonanță (p =  0 dacă a + i(3 nu este rădăcină caracteristică,

și p — m  dacă a + i/3 este rădăcină caracteristică multiplă de ordinul m ), iar P  (t)

și Q (t) sunt funcții polinomiale de grade egale cu maximul dintre gradele lui P  (t)

și Q ( t ) .

3.12 E xerciții

1. Arătați că ecuația xy” — (x + 3) y' + y =  0 are soluțiile t/i =  x + 3 și j/2 =

ex  (x2 — 4x + 6) , care formează un sistem fundamental de soluții pe orice

interval care nu conține pe 0.

2. Să se integreze ecuația neomogenă y” + y =  x3 , observînd că ecuația omogenă

are soluțiile cosx și sin.x, care formează sistem fundamental de soluții.

3. Să se integreze ecuația xy” — (x + 3) y' + y =  0, definită pe orice interval care

nu conține pe 0, observînd că admite soluția y  ̂ = x + 3.

4. Considerăm ecuația xy” — (x + 3) y' + y =  0.

(a) Să se arate că ecuația are o soluție polinom în x;

(b) Să se determine soluția generală;
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(c) Să se determine soluția cu condițiile y (2) =  17, y' (2) =  8.

5. Să se integreze ecuația x (x -  1) y" — (2x — 1) y' + 2y = ex  ( i 2 -  3.T +  3) , știind

că ecuația omogenă admite o soluție de forma y = Ax + B, unde A și B  sunt

constante.

6. Să se integreze ecuațiile diferențiale liniare cu coeficienți constanți omogene:

(a) y" f -  7y" +  14yz -  8y =  0;

(b) y'" — 3j/" +  4 j / — 2?/= 0;

(c) y I V  + y =  0;

(d) y ^  — y ^  — 4 j/4) +  2y"' + 5y" — y' — 2y — 0;

(e) yW  -  4y<5> +  IO?/4) -  8y'" + 17y" -  4y' + 8y = 0;

7. Să se integreze ecuațiile diferențiale liniare cu coeficienți constanți neomogene:

(a) y" — 4y' + 8y =  8 i 2 — 16x +  14;

(b) y" -  5y' + &y = xex ;

(c) y'" -  4y" =  8 i 2 +  3;

(d) y" -  5y' + 6y = xe2 x -,

(e) y" — 5y' +  6y =  x sin 2x; y" — 4y — x  sin x;

8. Să se integreze următoarele ecuații diferențiale de ordin superior:

(a) x" — 5x' + 4x =  0; x" + 2x' + x =  0; x" + 4x =  0

(b) x"  — 4x — t 2 e2 i; x" + 9x — cos2t; x" + x = ——
sini

(c) x" + x — 2t cos t cos 2t; x" — 4x' + 4x = te21; x" — 2x = 4t2 e‘2

(d) x"’ -  13x" +  12x' =  0; x'" -  x' =  0; x'" + x = 9

(e) x l v  + 4x =  0; x'" — 3x" + Sx1 — x — t; x I V  + 2x" + x = 0

(f) x I V  — 2x"' + x" = e*-, x'" + x" + x' 4- x =  te f ; x"' + 8x" + 9x' = t

9. Să se integreze următoarele ecuații diferențiale de tip Euler:

(a) t2x" + 3tx' + x =  0; t 2x” — tx' — 3x = 0;

(b) t2 x ” + tx 1 + 4x — 0; t3x'" — 3t2 x" + 6tx' — 6x =  0;
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(c) (3t + 2)x" + 7a;' = 0; *" =

(d) x"  + y  + =  0; t2 x" -  Atx' + 6a; =  t;

(e) (1 + i)2 x" -  3 (1 + t) x' + 4a: =  (1 + t)3 ; t2 x" -  tx ' + x  = 2t-,

(f) x 2y" — 3xy' + 3y =  0;

(g) x^y"' — 3x2y" + 8xy' — 20y =  0;

(h) x 3y'" + l i 2y” -  3xy' + ™y =  0;

(i) a;4?/4) + 14a:3 j/'" + 73x2y” +  155a?î/ + 169y =  0;

(j) x 3y"' — 9x2y" +  36a;?/ — 60?/ =  0;

(k) Să se integreze, cu metoda aproximațiilor succesive, ecuația diferențială

y" — xy = 0, cu condițiile y (0) =  1 și y' (0) =  0;
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Aplicații ale principiului

contracției

4.0 .1  P rin cip iu l contracției

DEFINIȚIA 4.0.1 Fie R  un spațiu metric cu distanța p. 0  aplicație A : R  —> R  se

numește comtracție dacă există a  € (0,1) încât

p(Ax, Ay~) < a p (x ,y } , (4.1)

pentru orice x ,y  € R.

Observație. Toate aplicațiile contracții sunt aplicații continue. Intr-adevăr,

din x n  —> x și din (4.1) rezultă A xn  —> Ax.

DEFINIȚIA 4.0.2 Spunem că x € R  este un punct fix al aplicației A : R  —+ R  dacă

Ax = x.

TEOREMA 4.0.1 Orice contracție definită pe un spațiu metric complet admite un

punct fix unic.

Demonstrație: Fie ,TQ € R  un punct arbitrar. Notăm

z n + i =  A xn , pentru orice n G N  (4-2)

Vom arăta că șirul (xn ) este fundamental. Intr-adevăr, pentru m > n > 1 avem

P (^n»*̂ m) — P (Axn _ ],j4;rm —i) < cap țx n _ j , xm _ j )
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Prin urmare
p(x n ,x m ) < ap (xn _ i , x m _ i )

p țX n-l.^m -l) < ap (xn -2,X m -2)
<

p (xj , Xjn—n+l) — ap (XQ, 'E'm—n)

înmulțind aceste relații obținem

P ($ni ^m) — P (^0) n)

Pe de altă parte avem

p(x 0 ,Xm _n ) < p(x 0 ,Xi) + p(x!,X 2 ) + • • • +  p (x m _n _i,X Tn_n ) <

< p (z 0 ,z i)  + ap  (x0 ,x i)  + -----1- am ~n ~^ (z o .z i )  =

= p(x0 ,x i) [1 +  a  H------ 1- a"1 -7 1 -1 ] < p (XQ,x t ) । _  Q

Deci

p (x n ,x m ) < -------p ( l 0 ,iCl)1 — a (4-3)

Cum a < 1 rezultă că a n  —» 0. Mai precis, pentru orice e > 0 există N  (e) e  N

astfel încât

-------p (x 0 ,x i) < e
1 — a

adică p (xn , xm ) < e, pentru orice m > n > N  (e ). Deci șirul (xn ) este fundamental.

Deoarece spațiul R  este complet rezultă că șirul (xn ) este convergent. Notăm

x — lim x nn—»oo

în virtutea continuității lui A și a relației (4.2) rezultă că Ax — x. Unicitatea

punctului x rezultă astfel: dacă ar mai exista un punct fix y, atunci

p (x, y) — p (Âx, Ay) < ap (x. y)

din care ar rezulta a  > 1. contrar cu ipoteza a  < 1. B

Observație. Se spune că șirul (xn ) definit prin (4.2) este șirul aproximațiilor

succesive ale lui x. Din relația (4.3), făcând m  —» oo, obținem

p(x n ,x) < -------p(x0 ,Xi)
1 — a

care evaluează eroarea în aproximarea x ~  x n . Modul în care s-a obținut punctul

fix x se numește metoda aproximațiilor succesive.
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4 .0 .2  P rob lem a C auchy pentru  ecu ații d iferenția le  de ordinul

întâi

TEOREMA 4 .0 .2  Considerăm ecuația diferențială

^ - = f ( x , y )  (4 .4 )
ax

și condiția inițială

y(xo) = yo (4.5)

unde funcția f  (x, y) este definită intr-un domeniu plan G care conține punctul

(rro,yo) verifică în acest domeniu condiția

\ f ( x ,y 1 ) - f ( x , y 2 ') \< M \y 1 - y 2 \ (4.6)

pentru orice (x,j/i) £ G și (x ,y 2 ) € G, numită condiția lui Lipschitz în raport cu y.

Atunci există o soluție

y = y (x ) ,  x  G I

unde I  este un interval real de forma [TQ — d, XQ +  d] , a ecuației (4-4), care verifică

condiția inițială (4-5).

Demonstrație. Ecuația (4.4) cu condiția inițială (4.5) este echivalentă cu ecuația

integrală
X

y (z) =  yo +  y  f(t> y(ty)d t (4.7)

xo
Datorită continuității lui f  vom avea \ f  (x, j/)| < K  pentru un anumit K, într-un

domeniu G' C G care conține pe (xo,yo). Alegem d > 0 cu proprietățile:

(a) (x ,y) G G' dacă \x — TQ | < d, \y -  j/o| < Kd,

(b) M d <  1.

Notăm I  — (a?o — d, XQ + d]. Desemnăm prin C* spațiul funcțiilor reale continue

y, definite pe I  și astfel încât \y țx) — j/o| < Ad, dotat cu metrica

P(y-i,y2) = max|j/i ( i)  -  y2 (z)|X(~I

unde s/i, j/2 € C*. Spațiul C* este complet, ca subspațiu închis al spațiului complet

al tuturor funcțiilor reale, definite și continue pe I . Considerăm aplicația

A : C* -> C

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



136 CAPITOLUL 4. APLICAȚII ALE PRINCIPIULUI CONTRACȚIEI

definită Ay = z, unde

z(.t) =yo + j  ffa ,y fa ))d t
Xo

pentru x € I. Aceasta este o contracție a acestui spațiu. Intr-adevăr,

I  Iffa,^ (*))-/(*
Io

< M dm ax)y t  far) -  y2 (x)|ie /

Cum M d < 1 rezultă că A este contracție. In concluzie putem spune că există

o unică funcție y e C* încât Ay = y, deci care verifică ecuația (4.4) și condiția

(4.5). ■

4.0 .3  Problem a Cauchy pentru  sistem e diferenția le  de or

dinul întâi

TEOREMA 4.0.3 Considerăm sistemul de ecuații diferențiale

' dyi c (  dy-L dyn \
dx \ dx dx J

(4-8)
dy-n. , (  dyi dyn \

• — fn I , ’ ’ J )dx \ dx dx 1

și condițiile inițiale

{
Vi (Zo) =  î/io

(4-9)

y-n (^o) =  VnO

unde funcțiile fa, 1 < i < n, sunt definite și continue intr-un domeniu G din R n + 1

care conține punctul (nro, J/io> ••••J/no), fi verifică condiția lui Lipschitz

\ f i ^ , y 1
1 ,...,y \)  -  f i ( x ,y ^ ,. . . ,y l ) \  < M  • max* \y] - y j \  (4.10)

pentru once (.r. ,..., yjf) , (.r. y%,....y^) 6 G. în  aceste condiții există o singură

soluție a sistemului (fa. 8), definită pe un interval de forma I  = |.TQ — d, XQ + d ], și

care verifică condițiile inițiale (fa.9).

Demonstrație: Sistemul (4.8) și condițiile (4.9) sunt echivalente cu sistemul de

relații, numit sistem de ecuații integrale

î/i fac) = yw  + f  fa fa, y i fa ) ,- - - ,y n  fa)) dt
Xo

(4-11)
X

yn  (x) = y n 0 + f  f n  fa, y i fa ) , - -  ,y n  fa)) dt
< Xo
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In baza continuității, funcțiile fi sunt mărginite într-un domeniu G' C G ce conține

pe (io>l/io> • j/n o) > adică există o constantă K  astfel încât

\fi (x ,y i, ...,yn )| < K  (4-12)

pentru orice (x ,y t, ■■■,yn ) G G', și 1 < i < n. Alegem pe d astfel încât

(a) ..., j/n ) € G' dacă |x — XQ I < d, și \yi — y,țj| < K d  pentru 1 < i < n,

(b) M d<  1.

Considerăm spațiul C* având ca elemente sisteme de forma y = (yi, ,

unde yi sunt funcții reale, definite și continue pe segmentul I  = [IQ  — d, X Q  +  d] și

astfel încât

\ y t ( x ) - y i 0 \ < K d  (4.13)

Vom defini o metrică pe C* punând

p (y ,z )=  max |T /i(x)-Z j (x)|

pentru orice y, z € (7*. Se știe că spațiul astfel definit este complet.

Considerăm aplicația A  : <7* —> G*, definită prin Ay = z, unde z =  (z15 ...,zn )

Și X
Zi (z) =  yiO +  y  fi (i,J/l (t) , (t))dt,

IQ
pentru y € (7*. Cu ajutorul lui A, sistemul de ecuații integrale (4.11) se poate scrie

sub forma

Ay = y, y eC *

Vom arăta că A este o contracție a spațiului C* în el însuși. Intr-adevăr, pentru

y 1 = (2/1, - - >2/Ă) £ G ^ z 1 = ( z } , -  ■ ,z \)  = A y 1 .

1? = (y2 , - - - ,y 2 ) & C ^ z 2 = ( z 2 , - - - , z 2) = A y 2 ,

avem
X

z i W  -  Z iW  = y  [fi (^ v î  G) W) -  A (0 > — Vn G))] dt

X Q

și în consecință

p (Ay1 , Ay2 ) = max {z1 (x) -  z 2 (x)| <

< M d- max |y/ (x) -  y2 (x)| =  M d • p ( y \ y 2 ) '
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pentru orice j/1 , r/2 € C*. Deoarece Md < 1 rezultă că aplicația A este o contracție.

Faptul că A (C*) C C* rezultă din continuitatea funcției z — Ay și din evaluarea

\zi (z) -  S/iol = y  /»(t,J/i («))

zo
K d

pentru orice x € I  și 1 < i < n. In consecință ecuația operatorială Ay = y admite

o soluție unică în C*. Deci sistemul de ecuații integrale (4.11) admite soluție unică,

adică problema Cauchy (4.8,4.9) admite soluție unică. ■
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C ap ito lu l 5

Exem ple de ecuații

diferențiale

5.1 Reguli generale pentru elaborarea modelelor

m atem atice ale proceselor de evoluție.

Considerăm un proces de evoluție bine cunoscut prin legi cantitative și calitative.

a) Să notăm variabilele (sau parametrii) de stare, care definesc evoluția proce

sului (coordonatele poziției, vitezei, temperatura, volumul, etc.), prin a?i, • • •, x n .

Vom nota

x (t) =  ( i i  ( t ) , • • • ,x n  (t))

vectorul de stare al sistemului la momentul t g R. Vectorul x (£) reprezintă modelul

matematic al procesului considerat și adesea este identificat cu procesul.

b) Diferența x (t + r) -  x ( t ) , unde T > 0, se numește variația vectorului de stare

pe intervalul |t, t + r ] , iar raportul

x (t + T ) -  x (t)

se numește viteza medie de variație a vectorului de stare pe intervalul [t, t + r ] .

Presupunem în continuare că, utilizînd legile procesului, se poate evalua viteza

medie menționată sub forma

x fi + r) — x (t)  ~-------------------- = F  (t, r, x ( t ) , x  (t +  T))
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unde F  este o funcție vectorială determinată practic de cunoașterea procesului.

Dacă există lim F (t, r, X  ( t ) , x (t + r ) ) , atunci această limită se numește viteza de

variație a vectorului de stare (sau a procesului) la momentul t, iar procesul se

numește diferențiabil. Să notăm cu / ( t ,z ( t ) )  viteza de variație a vectorului de

stare la momentul t, deci

lirn F  (t, T , X  ( t ) , x (t + T)) =  f  (t, x  (t))

. „ x (t +  r) — f  (t)
Atunci rezultă că exista și h m --------------------

T- >0 T
. dz(t) . , . , , dx(Ț)prin —y-A Așadar ajungem la relația ——— =

dt dt

care, după cum se știe, se notează

f  (t, x  ( t) ) , ceea ce înseamnă că

vectorul de stare verifică ecuația diferențială

dx
dt

numită ecuația diferențială a procesului considerat. Această ecuație diferențială

poate fi interpretată astfel: dacă se cunoaște viteza de variație a unui proces

diferențiabil și starea procesului la un moment to atunci se poate determina evoluția

procesului în momentele t > to.

Pe de altă parte, ecuația diferențială a unui proces este, de fapt, un sistem de

ecuații diferențiale, dacă sistemul are mai multe variabile de stare. Dacă f  are

componentele reale f i , • • •, f n  atunci sistemul diferențial al procesului are forma

dt = f i  ( t ,x i , - - ,x n )

<
dx„

= f  ( f , x i , -  ■ ,x n )

5.2 E cuații d iferențiale în  m ecanică.

Considerăm procesul care constă în mișcarea unui punct material M  de masă m

sub acțiunea unei forțe F. Newton a introdus noțiunile de viteză momentană v și

de accelerație momentană a ale mișcării unui punct material. Modelul matematic

propus de Newton pentru acest proces constă în ecuația

F = ma

cunoscut sub numele de Principiul II al Mecanicii sau Legea a doua a lui Newton.

Variabilele de stare ale acestui proces sunt coordonatele X i,i2 ȘÎ ^3 ale poziției

pe care o ocupă punctul M  în spațiul raportat la un sistem cartezian de coordonate.
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Notăm x (t) =  ( i j  (t) ,i2  (t) ,^3 (<)) vectorul de poziție al punctului M  la mo

mentul t. Vectorul x (t) se mai poate scrie și sub forma

x  (t) = i i  (t) ei + ,T2 (i) e2 +  i 3 (t) e3

unde e*i, e2 și 63 sunt versorii axelor de coordonate. Presupunem că funcțiile t —*

Xi (t) sunt funcții reale cu valori reale, derivabile ori de câte ori este necesar în

expunere. Vectorul v (t) = ( i j  (t) , x2 (t) ,x'3 (t)) a fost numit viteza la momentul

t a punctului M, iar vectorul a = (x" (t) , x2 (t) ,x 3 (t)) a fost numit accelerația

punctului M  la momentul t. Se constată imediat relațiile

_, . . dx (t)v(t) =  x  t) =  ——
at

_ . . \ dv(t) d2 x (t)

Despre forța care acționează asupra lui M  se poate spune că este o mărime

vectorială, F  =  (Fi, F2 , F3), care depinde de t, de x  (t) și de x' ( t ) . Legea a doua a

lui Newton se poate scrie

d?x (£)
m ~ d ? ~ = F ( t ,x  (t) dx (t) \

dt J

ceea ce înseamnă că mișcarea punctului M  este descrisă de ecuația diferențială de

ordinul doi

d2x -  (  dx
m —^  — F  t, x, —

dt2 \  dt

Interpretarea fizică a acestei ecuații este că dacă se cunoaște poziția x (to) și

viteza v (t0 ) =  x' (t0 ) la un moment to, atunci poziția x  ( t ) , a punctului M  la

momentul t, este determinată, pentru orice t > to-

Pe componente, această ecuație se scrie sub forma sistemului diferențial

d2x-[
dt2

d2 X2
~dC
d2xș
dt2

= - F i  |m
( dx

t.x , —
( dt

1 r, ,( _ dx
-  — F2 |[ t,x , —

m l dt
1 „  ,f dx

= —F3m
t.x , —

( ' dt

Dacă alegem ca variabile de stare coordonatele i j , i 2 ,13 ale poziției și compo-
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nent.ele t'j, b’2,'1’3 ale vitezei, atunci sistenul de mai sus se poate exprima sub forma

-  r- =  —Fi ( t ,x 1 ,x 2 ,x 3 ,v 1 ,v 2 ,v3 )
dt m

dvo 1 „  ,, x-  r- =  — F2 (t, 11, x 2 ,x 3 , V1 ,V2 ,V3 )
dt m

-dv 37 - =
1
  —r F i

3ai m  ( t,x l t x 2 , x 3 , ni,u 2 , v3 )

care reprezintă un sistem diferențial de ordinul întâi cu 6 funcții necunoscute.

5.3 E cuații d iferențiale în  Fizică.

5.3.1 D ezintegrarea substan țelor  radioactive

S-a constatat că unele specii de atomi, de obicei cu un număr mare de ordine, sunt

supuse unui fenomen, care se desfășoară în timp, numit dezintegrare radioactivă,

care constă în spargerea nucleelor lor în nuclee mai mici. Substanțele care sunt

supuse acestui fenomen se numesc substanțe radioactive.

Notăm prin x (t) cantitatea de atomi dintr-o substanța radioactivă, existentă la

momentul t. Pentru r  > 0 dferența x  (t) — x  (t +  r) reprezintă cantitatea de atomi

care s-a dezintegrat în intervalul de timp [t,t +  r ] . S-a constatat experimental că

x (t) — x (t + r) este direct proporțională cu x (t) și cu r, lungimea intervalului

considerat. Deci

x (t) — x (t + T ) «  kx (t) r

unde k este o constantă pozitivă care depinde de substanța respectivă. Când T —» 0

egalitatea aproximativă se transformă în egalitate. Deducem

x (t + r) -  x (t)
h m -------------------- = —kx (t)
T  —* 0 T

Deci x' (t) — — kx ( t ) , ceea ce înseamnă că x (t) este soluție a ecuației diferențiale

dx
—  — —kxdt

Soluția generală a acestei ecuații diferențiale cu variabile separabile este

x (t)  = x ( t0 ) e - k(~t - t°')

unde t0 este un moment de referință, iar x (t0 ) este cantitatea de substanță radioac

tivă ne dezintegrată la momentul io-
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5 .3 .2  O scilatorul arm onic

143

Prin oscilator armonic se înțelege mișcarea pe o axă a unui punct material M, de

masă m, sub acțiunea unei forțe elastice F — —kx, unde k este o constantă pozitivă,

iar x  este abscisa punctului M. Din Legea a doua a lui Newton deducem că

m x" = —kx

kNotînd — =  w2 , rezultă ecuația oscilatorului armonic:
m

x" +  w2 i  =  0

Soluția generală a acestei ecuații diferențiale liniare cu coeficienți constanți este

x  (t) =  Ci cos uit +  C2 sin u>t

unde Ci și C2 sunt constante arbitrare.

5.3 .3  P en d u lu l m atem atic

Pendulul matematic poate fi privit ca un dispozitiv format dintr-un cerc așezat

intr-un plan vertical și un punct material de masa m, care se mișca sub acțiunea

greutății proprii pe acest cerc. Notăm cu O centrul cercului, cu M  poziția pe cerc

a punctului material și cu l raza cercului. Unghiul x dintre OM  și verticala locului

se modifică in timp și este determinat de ecuația

d?x q .

Pentru oscilații mici putem aproxima pe sin x cu x  și ecuația devine

q
rf? + 7I  = 0

Ea este numită ecuația pendulului matematic. Notind y =  w2 , ecuația pendulului

matematic se scrie
d2x 2
d U + L J x =  0

și este identică cu ecuația oscilatorului armonic.

5.3 .4  C urgerea fluidelor

Se consideră un rezervor cilindric de rază R  in care se află un lichid care se poate

scurge printr-un orificiu de arie S  aflat la baza cilindrului. Volumul de lichid x  ( t ) ,
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aflat in cilindru la momentul t, verifică ecuația diferențială

g fiind accelerația gravitațională.

5.3.5 Răcirea corpurilor

Conform unei legi a lui Newton, un corp cu temperatura mai mare decât a medi

ului înconjurător se răcește. Fie x (t) temperatura corpului la momentul t. Atunci

diferența x (ti)  -  x (ȚȚ) este proporțională cu t] -  t2 cu temperatura mediului

ambiant XQ,presupusă constantă. Se deduce că x  (t) verifică ecuația diferențială

at = f c ( x - x 0 )

unde k este o constantă pozitivă. Soluția acestei ecuații este

x (t) =  (x (t0 ) -  xo) ek ^~ to \  t > t 0

5.4 Ecuații diferențiale in chimie

Reacțiile chimice, fiind procese de evoluție, se pot modela, in cazurile cele mai

simple, prin ecuații diferențiale asemănătoare cu cele anterioare. Considerăm cazul

unei reacții bimoleculare

A + B ^ C

in care a moli /  litru din substanța A și b moli /  litru din substanța B  reacționează,

dind a + b moli /  litru din substanța C, astfel incât să fie respectată legea acțiunii

masei conform căreia numărul de moli /  litru din substanța C, format in unitatea de

timp, să fie proporțional cu produsul cantităților substanțelor care intră in reacție.

Presupunem că la momentul inițial au existat a0 moli /  litru din substanța A și

b moli /  litru din substanța B. Se pune problema evoluției concentrației substanței

C.

Notăm cu x (t) numărul de moli /  litru din substanța C existenți la un moment t.

Rezultă că x (t) moli /  litru din substanța C corespund la ——  x (t) moli /  litru din
a + b

substanța A și l a ----- -x (t) moli /  litru din substanța B. Prin urmare la momentula + b
t au rămas a0 -----°-7X (t) moli /  litru din substanța A și b0 ---------x (t) moli /  litru

a + b a + b
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din substanța B, pentru a intra mai departe in reacție. In baza acțiunii legii masei

rezultă că există un număr k' astfel incât pentru r  > O suficient de mic să avem

= k' ao ~ — —  x (t) +  Oi (t, r)  ) [bo
ci + o I \

b
a + b

unde Oi ( t,r )  și O2 ( t,r )  tind către 0 când T  tinde către 0. Obținem astfel relația

dx(t) ,, /  a . /  b , A
— ■—  = k a0 -------- ȚX (t) fe0 -------- -x  (t) Idt \  a +  a + b K J

Notind
, ,, ab a + b . a  + b

k = k ---------□, a  =  an------ , P — on-------(a + b)2 a ° b

rezultă că concentrația substanței C verifică ecuația diferențială

—  = k (a -  x) (P -  x)
at
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